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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Настоящая монография состоит из четырех глав. 
В первой из них изучаются различные классы выпуклых 

функций. Основное содержание этой главы до сих пор было 
опубликовано лишь в различных журнальных статьях. Авто- 
рам кажется, что содержание первой главы представляет 
интерес независимо от остальной части книги, так как вы- 
пуклые функции находят широкое применение в самых раз- 

личных разделах математики. , 
Во второй главе излагается общая теория пространств 

Орлича — пространств, которые являются непосредственным 

широким обобщением пространств 17. 
Здесь рассматриваются обычные вопросы линейного функ- 

ционального анализа в применении к пространствам Орлича: 
полнота, условия сепарабельности, существование базиса, 
эквивалентные нормировки, условия компактности, свойства 
линейных функционалов и т. д. Выясняется, что пространства 

Орлича во многих отношениях подобны пространствам [7. 
В третьей главе изучаются операторы и функционалы, 

определенные на пространствах Орлича. 
Авторы пришли к необходимости применения пространств 

Орлича при рассмотрении нелинейных интегральных урав- 
нений вида 

1 

ho (x)= [ k(x, ») fle lay, 
: | 

где /(и)— функция, растущая быстрее любой сте- 
пенной. 

Оператор, определенный правой частью этого интегрального 
уравнения, не действует ни в одном пространстве [7. Поэтому
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исследование указанных интегральных уравнений методами 
нелинейного функционального анализа оказывалось затрудни- 
тельным. Результаты второй и третьей глав позволяют иссле- 
довать широкие классы нелинейных уравнений. 

Исследованию некоторых нелинейных задач посвящена 
четвертая, последняя глава книги. 

Авторы пользуются случаем выразить благодарность 
Г. Е. ШИилову, многие советы которого были использованы 
при подготовке настоящей книги к печати.



ГЛАВА 1 

`СПЕЦИАЛЬНЫЕ КЛАССЫ ВЫПУКЛЫХ ФУНКЦИЙ 

$ 1. М-функции 

1. Выпуклые функции. Вещественная функция М (&) 
вещественного переменного и называется выпуклой, если при 
всех значениях и, и и выполняется неравенство 

м (“< ме) м (1.1) 

Нас будут интересовать только непрерывные выпуклые 
функции. Условие (1.1) означает, что середина хорды, соеди- 

  

Ми 

\ C 

        и, U;,*QXU, *[/- ©), Us и 

Черт. 1. 

няющей две точки графика функции М (и), лежит над соот- 
ветствующей точкой графика. Геометрически ясно (черт. 1), 
что вся хорда лежит над графиком функции, т. е. что при 
всех а (0 < а < 1) выполняется неравенство 

М [ви + — аи] < аМ (ши) Е — <) М (и). (1.2)
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Это неравенство называется неравенством Иенсена. Нера- 
венство Иенсена можно доказать и аналитически. Допустим, 
действительно, что неравенство (1.2) выполняется не при 
всех а из [0,1]. Тогда наиболышее значение Му на [0,1] не- 
прерывной функции 

f (a) = M [xu, + (1 —a)a,] —aM (u,) — (1 — a) M (a2) 

будет положительным. Обозначим через а, наименьшее зна- 
чение аргумента, при котором /(&) принимает значение Му. 
Пусть 6 >> 0 такое число, что отрезок [2 — 5, а, 8] содер- 
жится в [0,1]. Применяя неравенство (1.1) к точкам 

| и: == (&%— 8) и -Н (1 — %®- 5) и», 

и. = (%— 8) 4,-+ (1 —a— 8) up, 

и переходя к функции f(a), noryuuM: 

f(a) < Lo EEF) < My. 
Мы пришли к противоречию, что и’ доказывает неравен- 
ство (1.2). 

Если и. 52 и›, то знак равенства в (1.2) достигается или 
только при % —=0 и а=1, или при всех «Е [0,1]. Действи- 
тельно, пусть при некотором а, (0,1) в (1.2) достигается 
знак равенства. Это означает, что }(ж)==0. Покажем, что 
в этом случае / (а) =0 при всех «Е [0, 1]. Легко проверить, 
что непрерывная функция /(&) выпукла. Поэтому она также 
удовлетворяет неравенству Иенсена. Допустим, что при неко- 
тором а Е (0, 1) /(&,) < 0 (по уже доказанному f(a) He Mo- 
жет быть положительной). Попустим, для ‚определенности, 

1 — 
чт0 @ < 0. Так как Oy =F   Paya Toma, ? 70 NO HepaBex- 

ству Иенсена 

Fla)<4 
что противоречит условию f (%) — 0. 

Неравенство (1.1) допускает еще одно обобщение: при 
любых ц|, Цо, ..., Ив 

M (Sb te En) <M (uy) M (te) + «0. + M nd 
(1.3) 

a,)— 21 F (1) = 1—a,       F(a) < 0, 
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Последовательным применением (1.1) неравенство .(1.3) дока- 
зывается для всех п вида 2*. Более сложным является слу- 
чай произвольного п. Пусть т — такое число, что п -- т = 24, 
Тогда 

M (ate: ‚ Низ - ти ) < 
п-т 

+... Ми) тм. 
ши -ш-... и 

п 

Допустим, что и, < из < uy. Torna 

ии * ии шие 2’ 

                

Положив и“ = ‚ получим (1.3). 

И 
8 — 1 и. 

и в силу неравенства (1.2) 

М (из) < М (и) Ри а + M (и),   

откуда следует, что 

М (и) — Ми) — M (us) — M (uy) — M (2) — M (us) 
Ug — uy — Ug — Uy ” Ug — Ug 

    ‚ (1.4) 

Полученное неравенство (см. черт. 1) означает, что угло- 
вой коэффициент хорды АВ меньше углового коэффициента 
хорды АС, который в свою очередь меньше углового коэф- 
фициента хорды ВС. 

2. Интегральное представление выпуклой 
функции. 

Лемма 1.1. Непрерывная выпуклая функция М (и) 
имеет в каждой точке правую производную р. (и) и ле- 
вую производную р. (и), причем 

р- (и) < py (4). (1.5) 

Доказательство. В силу (1.4) при 0 < #1, < #, 

М (и) — М (и— — М(и— в и — М (и) и he) < М м о мины м < 

< Ме и (1.6) 
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Из этих неравенств вытекает, что отношение 

М (и) — М (и— 1) 

h 
  

не убывает при # —› -|- 0 и, следовательно, имеет предел р_ (1). 
M(u-+ #) —М (и) 

5 не возрастает при   Аналогично, отношение 

й >-—-0 и имеет предел р. (и). Неравенство (1.5) также 
вытекает из (1.6). 

Лемма 1.2. Правая производная р-+(и) непрерывной 
выпуклой функции М (и) является неубывающей непрерыв- 
ной справа функцией. 

Доказательство. Пусть ий, < ио. Тогда при доста- 
точно малых положительных й 

ий и — 
и в силу (1.4) 

M(u, + A) — M(u,) < M(ue) — M(ug — п) 
h ~= h ° 

Переходя к пределу, получаем: 

р+ (и!) < Р- (из). (1.7) 

Из этого неравенства и (1.5) вытекает, что 

Ds. (41) < Py (Ue). (1.8) 

Таким образом, монотонность функции р. (и) доказана. 
Как было показано при доказательстве леммы 1.1, при 

всех h > 0 

  

р. (и) < Mero) 

Фиксируя № и переходя к пределу при и > ш--0, получим 
в силу непрерывности функции M (xz): 

limp.) < Sere. (1.9) 
tb > ty + 0 

Предел в левой части неравенства существует в силу моно- 
тонности функции р. (#). Переходя в (1.9) к пределу при 
й > —-0, получим: 

lim 97+ (и) < р. (шо). 
и ш +
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С другой стороны, р. (и) > р. (шо) при и > и, в силу чего 

lim 2+ (и) > р+ (шо). 
% > Uy + 

Таким образом, 

lim 57+ (и) == р. (шо). 
b> Up + 

Это равенство и означает непрерывность функции р. (и) 
справа. 

Лемма доказана. 
Замечание. Аналогично можно доказать, что левая про- 

изводная р_ (и) является неубывающей непрерывной слева 
функцией. ‚ 

Лемма 1.3. Выпуклая функция М (и) абсолютно не- 
прерывна и удовлетворяет условию Липшица в каждом 
конечном интервале. 

Доказательство. Рассмотрим какой-нибудь ‹проме- 
жуток [а, 6]. Пусть ах и < и. <. В силу (1.4) 

М (и!) —М (а) Mis) — M (41) < M (6) — M (ue) | 
и! —а Ug—Uy `` b — tly 
    

Из последних неравенств следует, что 

р Ир,   

M (ug) — M (a4) 
Ио — Uy 

т. е. что величина   

  
ограничена для всех цу, и› 

из промежутка [а, 6]. 
Лемма доказана. 
Теорема 1.1. Всякая выпуклая функция М(и), удо- 

влетворяющая условию М (а) =0, представима в виде 

M(u)= [р 4 | (1.10) 

где р(Ё) — неубывающая непрерывная справа функция. 
Доказательство. Заметим прежде всего, что функ- 

ция М (и) почти везде имеет производную. Действительно, 
в силу (1.7) и (1.5) при и, > и, 

P_ (Ua) > Ps. (4) > p_ (4,). (1.11)
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Так как функция р_ (и) монотонна, то она почти везде не- 
прерывна. Пусть и, — точка непрерывности функции р- (и). 
Переходя к пределу в (1.11) при и. —> и:, получим: 

р- (и!) > Ps (41) > p- (4); 
т. е. 

р- (и!) = р. (и). 
Таким образом, почти везде 

М” (и) = р(и) = р. (и). 
Так как функция М (и) в силу леммы 1.3 абсолютно непре- 

рывна, то она является (см., например, [38]) неопределенным 
интегралом своей производной. 

Теорема доказана. 

ply, 

~
 

                                              
  

/ 
| 
| 
| 

т M(u) | 

+ | 
| 
| 

t | 1 > 

U t 

Черт. 2. 

3. Определение М№-функции. Функция М (и) назы- 
вается №-функцией, если она допускает представление 

[ul 

M(u)=f p(t) dt, (1.12) 
0 . 

где р(Ё)— положительная при Ё`>0, непрерывная справа 
при # > 0, неубывающая функция, удовлетворяющая условиям 

‘’р(0)=0, р (0) = Пт р(Е) = с. (1.13) 
„> со 

Грубо говоря, указанные выше условия означают, что функ- 
ция р (2) должна иметь график такого вида, как на черт. 2. Зна-
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чение самой /Л№-функции есть величина площади соответ- 

ствующей криволинейной трапеции. 
М№-функциями, например, являются функции 

М, (и) = Ра 1), М, =е-1. 
a—1 

Для первой из них ри (#) = М! (9 =", для второй ро (Е) = 

— M3 (t) == 2te”. 
4. Свойства М№- функций. Из представления (1.12) 

вытекает, что каждая №-функция четна, непрерывна, прини- 
мает в нуле нулевое значение и возрастает при положитель- 
ных значениях аргумента. . 

М№-функции выпуклы. Действительно, если О < и, < и,, 
то в силу монотонности функции р() 

ty Ua 
2 

mM(2$")— | рые < 

<f p@dt+s f p@at+ f e@ae — 

° th thy + Ua 
2 

=3| froa+ frou |=: 5 [М (&)-Е М (ы])]. 

В случае любых и, и» 

м) — um (gal) < ме < 

< Ми) М (м). 
Полагая в (1.2) и, =0, получим: 

M(at,)<aM(u,) (O<a< 1). (1.14) 

Первое из условий (1.13) означает, что 

tim MM — 9, (1.15) 
u>0 

2 Зак. 2810. М. А. Красносельский и Я. Б. Рутицкий
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Из второго условия (1.13) вытекает, что 

tim MO) — co, (1.16) 
4 > со 

так как при и >0 
u % 

MW) _1 f p(y at> 1 [ p@at> тр(®)- 
0 и 

2 
Отметим, что для М№М-функций знак равенства в (1.14) 

может иметь место лишь в случае, когда & = 0, 1, или и, = 0. 
Действительно, пусть и. 520 и при некотором a€(0, 1) 
в (1.14) имеет место знак равенства. Тогда в силу сказанного 
на стр. 12 знак равенства в (1.14) имеет место при всех 
«Е |0, 1]. Но тогда при всех &Е [0, 1] 

М (ви!) __ М (и) 
AU, a4 ° 

Переходя в этом равенстве к пределу при «0, получим: 

М (ви) _ M (a1) 
aul, uy 

  

  lim 
a>0 

что противоречит (1.15). 
Таким образом, 

М (а, и) < «М (и) (О< «< 1, и= 0. (1.17) 

Из этого неравенства вытекает, что функция au) п 

положительных значениях ий строго возрастает: 

М (и М (& ` 
а (0<и’ < и). (1.18) 

Для доказательства этого утверждения достаточно положить 
и’ 

в (1.17) «= -.. 

Установленные свойства достаточно полно описывают гра- 
фик №-функции (черт. 3). Свойство (1.15) означает, что ось 
абсцисс касательна к графику М№-функции в начале коорди- 
нат. Свойства (1.18) и (1.16) характеризуют изменение угло- 
вого коэффициента хорды, соединяющей начало координат 
с переменной точкой на графике №-функции. График может 
содержать точки излома. и прямолинейные отрезки. Точки
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излома соответствуют точкам разрыва функции р (Г), а прямо- 
линейные отрезки — промежуткам постоянства функции р (7). 

Обозначим через М-! (9) (0 <э < со) функцию, обратную 
к -функции М (и), рассматриваемой при неотрицательных 

Ами) 

  
> 

Черт. 3. 

значениях аргумента. Эта функция вогнута, так как в силу 
неравенства (1.2) 

M-~* [av,-- (1 — a) 0] 2 aM~*(v,)+4- (1 — a) M~? (a) 
IIpH Uy, Up > 0. 

Из монотонности правой производной р(и) М№-функ- 
ции М (и) следует неравенство 

|u| [>| 1% 

мш- ме) = [ p@dt+ [роа< [p@at+ 
0 0 0 ° 

141-519 | [4 1+1%| 

+ f p@at= | роч=м юр. а.19) 
[| 0 

Пусть а= М(и), = М (9) — произвольные неотрица- 
тельные числа. Тогда из (1.19) следует, что 

M-1(a--- 6) < M-1(a)-+ M-1(b). (1.20) 

5. Второеопределение /Л-функции. Иногда удобно 
применять следующее определение: непрерывная выпуклая 

ОЖ
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функция М(и) называется М№М-функцией, если она четна и 
удовлетворяет условиям (1.15) и (1.16). Покажем, что это 
определение эквивалентно данному выше. В доказательстве 
нуждается только тот факт, что из второго определения 
№-функции вытекает возможность представления ее в виде 
(1.12). 

В силу (1.15) М (0) =0. Поэтому в силу четности функ- 
ции М (и) и теоремы 1.1 она представима в виде 

| wl 

M (u) =f rp) dt, 
0 

где р(и)— не убывающая при и > 0, непрерывная справа 
функция (правая производная функции М (и)). Так как при и > 0 

p(u)> Me)   

то р(и) >0 при и >0 ив силу (1.16) 

lim р (и) = со. 
® -> со 

С другой стороны, при и > 0 

2% 

uen=f roa > [204 ар 

откуда 

р(и) < — — ates) 

Поэтому в силу (1.15) 

р(0) = Пт р(и) =0. 
и->0 

6. Суперпозиция /Л№М-функций.  Суперпозиция 
М (и) = М. [М, (&)] двух М№-функций М, (и) и.М.(и) также 
является М№-функцией. Действительно, функция М (&) имеет 
(при и > 0) правую производную 

р (и) = р» [М, (и)] р! (и),
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где р, (и), Р›(и) — правые. производные Л№-функций М, (и) 
и М. (и). Функция р(и) непрерывна справа, не убывает и 
удовлетворяет условиям (1.13), так как этим условиям удовле- 

творяют функции р; (и) и р» (и). 
Справедливо и обратное утверждение: всякая М№-функция 

М (и) является суперпозицией М (и) = М.» [М, (&)] двух 
М№М-функций. 

Если М№-функция М, (#) задана, то функция М. (#) одно- 
значно определится равенством 

M, (4) = M[M,-1([4])], (1.21) 

где M,—1(v)— функция, обратная к М, (и). 
Таким образом, для представления М (и) в виде супер- 

позиции нужно найти такую №-функцию М, (#), чтобы 
М» (и) = М[М,!-1(|“|)] также являлась N- функцией. 

Так как при {>00 

РМ; (& 7 
ра [Мг 1 (и) ] 

то для того, чтобы М.(и) была М-функцией, необходимо 
р (и) и достаточно, чтобы функция ———< была неубывающей, не- 
Ра (и) 

прерывной справа и удовлетворная условиям (1. 13), ибо не- 

прерывная функция М; ` (©) монотонна и стремится к нулю 
и бесконечности вместе с UW. 

Таким образом, если мы найдем такую неубывающую, 
непрерывную справа функцию р. (и), удовлетворяющую усло- 

виям (1.13), что функция РУ). также является неубывающей, 
Ра (и) 

непрерывной справа и удовлетворяет условиям (1.13), то 
функции 

р» (и) = 

  

|u| 

М, (1) = || 2104 
0 

и М, (и), определенная равенством (1.19), будут М№М-функци- 
ями, причем справедливо равенство М (и) = М» [М, (и) |. 

В качестве функции р.(и) можно, в частности, взять 
функцию 

ра (и) = [р (и)]* (0< < 1).
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Заметим еще, что если №-функция М (и) есть суперпо- 
зиция М, [М, (#)] двух №М-функций М, (и) и М» (и), то каж- 
дому Е `>0 соответствует такая постоянная и, 20, что 
при ий > uy 

М (&) > М. (Ви). 

$ 2. Дополнительная М№-функция 

1. Определение. Пусть р(Ё)— положительная при 
1 > 0, непрерывная справа при Г > 0, неубывающая функция, 
удовлетворяющая условиям (1.13). Определим функцию 4($) 
($20) равенством 

9($) = sup ¢. (2.1) 
plti<s 

Нетрудно видеть, что функция 4($) обладает теми же 
свойствами, что и функция р (2): она положительна при $ >> 0, 
непрерывна справа при $ 2.0, не убывает и удовлетворяет 
условиям 

9(0)=0, lim 4 ($) = со. (2.2) 

Непосредственно из определения функции 4 ($) вытекают 
неравенства 

_ РТР, р14$)125,_ (2.3) 

и при е>0 

qip()—e]<t, plg(s)—el<s. (2.4) 

Если функция p(t) HenpepblBHa H MOHOTOHHO Bo3pactaeT, 
то функция 4(5)— это обычная обратная к р(Г) функция. 
В общем случае функция 4($) называется правой обратной 
к р(Г). Функция р(Г) в свою очередь является правой обрат- 
ной к 4($). На черт. 4 изображен график функции 4 ($) — пра- 
вой обратной к функции р(Г), график которой изображен на 
черт. 2. 

Функции 

1% 10| 

ми = | рф, М®)= [| 96) 4 
0 0 

называют дополнительными друг к другу М-функциями,
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Пусть Ф (и) и (9) — дополнительные друг к другу №-функ- 

ции. В ряде случаев приходится рассматривать №-функ- 

gts) 
-
 

  
Черт. 4. 

цию Ф, (#) = аФ (фи) (а, 6 > 0). Дополнительная к ней №-функ- 
ция 4, (9) определится равенством 

Ш (4) = ат (5) (2.5) 

Действительно, правая производная р, (41) функции Ф, (и) 
равна абр(6г), где р O— правая производная №-функции Ф (и). 
Отсюда 

41 (5) = fq (5) 

15] 1$] 

40) = || 4, (5) = q(=,) as = Jf, (s) ds, 
0 0 0 

откуда и следует (2.5). 
2. Неравенство Юнга. Воспользуемся соображени- 

ями, обычно применяющимися при выводе неравенства Гель- 
дера. На черт. 5 площади Ги $ выражают соответственно
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значения №-функций М(и) и М (9). Геометрически ясно, что 

имеет место неравенство 

uv<TtS=M(4)-+N (0). 

В силу четности функций М (и) u N(v) последнее неравен- 

ство, которое называют неравенством Юнга, справедливо 
для всех и, 9. Таким образом, 

uv << M(u)-+-N(v). (2.6) 

Как видно из того же черт. 5, неравенство (2.6) превра- 

щается в равенство при ч=р(|и|)51п и, если задано и 

  

(,9(5) 
Черт. 5. 

и при #=9(|9|)$1е19, если задано 9. Таким образом, 

[и |Р(#|)= М-Н МР “|)] (2.7) 

[99 (19|) =М 9 (|91)]-- М (). (2.8) 

Из (2.6) следует: 

М (9) > и — М (и). 

В силу (2.8) это неравенство переходит в равенство при 
и=9(|9|)з1еп. Следовательно, 

N (v) = max [a| v| — M (x) ]. (2.9) 
u>o 

Формулу (2.9) можно было бы принять за определение 

М№-функции, дополнительной к М (и),
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Из неравенства Юнга вытекает, что 

M-1(v)N-1(v) <20 (®>0. 

С другой стороны, из черт. 5 видно, что n[= 2] < M(x). 

Orciona npu M(u)=v следует, что 

v< M-1(v)N-1(v). 

Таким образом, при всех 9>0 

о< М-! (9) М1 (0) < 25. (2.10) 

3. Примеры. Как уже указывалось, функция М, (1) = 

— Г («> 1) есть М№-функция. Вычислим дополнительную 

к ней. Очевидно, при #& > 0 

р. (© = М, (9 =". 
Поэтому 

4: ($) = (520), 
1 1 

где att 1, и 

|v] 

№, (9) =| 4: (5) ds =! 
0 

В качестве второго примера вычислим М№-функцию, до- 
полнительную к М№-функции М» (и) =е!*1—|и|—1. Для 
этой функции 

р. (= Mz(t)=e’—1 (¢>0), 
откуда 

42 (5) = ш ($1) (520), 
И 

v| 

М» (в) = | go(s)ds=(1+ ]v|)In(it]v])—|o}. (2.11) 
0 

Отметим, что отыскание явной формулы для дополни- 
тельной М№-функции во многих случаях невозможно. Например, 
если М (и) = 2—1, то р(Ё) = ей, и выразить 4 (5) в явном 
виде не удается,
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4. Неравенство для дополнительных функций. 
Теорема 2.1. Пусть для М-функций М, (и) и Мо (и) 

выполняется неравенство 

М, (и) < М, (и) 
при и > uo. 

Тогда для дополнительных М-функций М, (ч) п М. (9) 
справедливо неравенство 

№ (0) < М, () 
при 9 > % == р» (шо). 

Доказательство. Пусть р›(и) — правая производная 
№-функции М. (и). В силу монотонности функции 45(9) при 
U > Up = р» (и) справедливо неравенство 45 (9) > и. 

В силу (2.8) 

42 (9) + v= Mz [92(v)] + N2(), 

а в силу неравенства Юнга 

42 (9) - 9 М, [42 (9) -Е №, (), 
так что 

Mz [g2(v)1|+- Ne (v) <M, [G2 (v)] + N, (v). 

Так как М> [42 (9)] > М, [42 (9)] mpu v > %, то 

№. (ч) < М, (э). 

Теорема доказана. 

$ 3. Сравнение М-функций 

1. Определение. В дальнейшем существенную роль 
будет играть «быстрота роста» значений М№-функций при 
ц—› со. В связи с этим удобно ввести следующее обозначение. 
Будем писать: 

М; (и) 3 М» (и), (3.1) 

если найдутся такие положительные постоянные ш, и №, что 

М; (и) < M2 (Ru) (4 > up). (3.2) 
Будем называть №М-функции М, (и) и М. (и) сравнимыми, 

если имеет место одно из соотнощений М, (и)-3 М. (и) или 

М» (и) 3 М, (м).
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Нетрудно проверить, что из М, (и) -3 М, (и) и М. (и) 3 М: (и) 
следует, что М, (и) -3 Мз (и). Множество элементов, в котором 
введено соотношение типа (3.1), удовлетворяющее указанному 
свойству, называют полуупорядоченным множеством. Таким 
образом, №-функции образуют множество, полуупорядоченное 
при помощи символа -3. 

Простейшим примером №-функций, удовлетворяющих со- 
отношению (3.1), являются функции М, (и) =|и |, М, (и) = 
= и [№ (91, > 1), если a < в». 

Рассмотрим теперь №М-функцию М (и) =|и “(18| -Н 1) 

(«> 1). Очевидно, |и|“-3 М(и)-3 и" при любом е>0. 
2. Эквивалентные /М№-функции. М№-функции М, (&) 

и М. (и) будем называть эквивалентными и писать М, (#) — 
— Мо. (и), если М, (и) 3 М. (и) и М. (и) 3 М, (и). 

Очевидно, каждая М№М-функция эквивалентна самой себе, 
и если две Л№-функции эквивалентны третьей, то они экви- 
валентны друг другу. В силу этого множество всех №-функ- 
ций распадается на классы функций, эквивалентных друг 
другу. 

Из определения вытекает, что №М-функции М, (и) и М. (и) 
эквивалентны тогда и только тогда, когда существуют такие 
положительные постоянные А!, К и цу, что 

M, (Rit) < Mz (4) < My (Rett) (4 > Up). (3.3) 
Из этих неравенств, в частности, следует, что №М-функ- 

ция М (#) эквивалентна №-функции М (и) при любом А > 0. 
Очевидна также эквивалентность №М-функций М (и) и М, (и), 
удовлетворяющих условию 

. М (&) 

м M; (4) 

Теорема 3.1. Пусть М, (и) 3 М. (и). Тогда дополни- 
тельные к ним М-функции связаны соотношением 

=а>0. (3.4) 

№» (5) 3 №, (9). 
Доказательство. По условию найдутся такие R, 

Ш >0, что 

М, (и) < М, (#1) (#2). (3.5) 
Положим М (и) = М. (Ёи). Функция М (9), дополнительная 

к М (и), в силу (2.5) равна № (#)-
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Неравенство (3.5) можно переписать в виде 

М, (и) < М(#) (42 u). 

В силу теоремы 2.1 найдется такое ху > 0, что 

№ (0) < №, (5) (92 Up), 

откуда следует, что 

М, (0) < М, (#9) (>). 
Теорема доказана. 
Из этой теоремы непосредственно вытекает 
Теорема 3.2 Если М-функции М, (и) и М, (и) экви- 

валентны, то дополнительные к ним М№-функции М, (ч) 
и № (9) также эквивалентны. 

Теорема 3.2 означает, что классу эквивалентных между 
собой №-функций при переходе к дополнительным соответ- 
ствует также класс эквивалентных М№-функций. 

3. Главная часть Л№М-функции. Выпуклую функ- 
цию ()(и) будем называть главной частью (гл. ч.) М-функ- 
ции М (и), если О (и) = М(и) при больших значениях аргу- 
мента. 

Теорема 3.3. Пусть выпуклая функция @(и) удовле- 
творяет условию 

lim 2) == со. (3.6) 
%-> со 

Тогда @ (и) есть главная часть некоторой №-функции 
M (x). 

Доказательство. Из условия (3.6) вытекает, что 
111 О (и) = со. Допустим, что © (и) выпукла и положительна 

% > со 

при # > #.`В силу теоремы 1.1 функция @ (и) допускает 
представление 

9и = f pat + Q(u), 

где р(и) — неубывающая, непрерывная справа функция. Эта 
функция удовлетворяет условию Иш р (и) == со, так как из 

nro
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ограниченности функции р(и), т. е. из р(и) <, следо- 

вало бы, что 

Q(z) < 5 (и— ш)-- 9 (шо), 

что противоречит (3.6). Без ограничения общности можно 

считать, что р(и) положительна при и > Uo. 
Так как р(и) неограниченно возрастает, то можно ука- 

зать такое и, > и, 1, что 

P(41) > p (to-+ 1)+ Q (a). 
Тогда 

%--1 

9) = p(t)dt + f r@at+ow)< 
to-+1 

< plot 1) + Q (to) +p (a) (4, — Uy— 1) < p(4,) (41 — Ao), 

откуда № 
— 4 P 1 
= Cm) 7! 

Определим функцию М(и) равенством 

[9% [ие при |и|< и, 
M(uy== 4% 

| Q@) при |#| 2, 
Функция М(и) является М№-функцией, так как ее правая 
производная 

[29 1—1 при Ох и< и, 
М. (и) = ] и 

| ри) при #2 
является положительной при и 0, непрерывной справа 
при и >. 0, неубывающей функцией, удовлетворяющей усло- 
виям (1.13). 

Теорема доказана. 
4. Об одном признаке эквивалентности. 

Множество F на числовой прямой будем называть мно- 
жеством полной .меры, если равна нулю мера множества 
точек, не принадлежащих Р. 

Рассмотрим две №-функции 

| 2 | 1%] 

м, = J pi(t)dt, М») = ff pa (dt. (3.7) 
0



30 СПЕЦИАЛЬНЫЕ КЛАССЫ ВЫПУКЛЫХ ФУНКЦИЙ [гл. 1 

Лемма 3.1. Пусть существуют такие постоянные 
к, ии >0 и такое множество Р полной меры, что 

р: (и) < р» (Ки) (и 2 Uy, UE FP). 
Тогда М-функции 

14| | w | 

М, (и) = | ра и М, = | ра 
0 0 

удовлетворяют соотношению М, (и) 3 М. (и). 
Доказательство. Интегрируя данное в условии леммы 

неравенство в пределах от и до и, получим: 

М, (и) — М, (о) < ИМ, (#8) — М, (во < -- М, (ви) 
(4 щ). 

Не ограничивая общности, можно считать, что А >> 1. В силу 
того, что М, (и) неограниченно возрастает, найдется такое 
и: 2 и, что при ии, 

1 
М, (и) — М, (и) > > М, (и). 

Поэтому при ии, 

M, (4) < М» (и). 
Лемма доказана. 
Из леммы 3.1 вытекает, что М, (и) -3 М. (и), если при 

больших и выполняется неравенство р, [а4› (Ви) | < и. 
Лемма 3.2. Пусть 

. Ра (и) — 3.8 Jim Po) b>), (3.8) 

иег 

где Е — множество полной меры. 
Гогда М, (и) — М. (и). 
Доказательство. В силу (3.8) можно указать такое 
и > 0, что при #2 и иЕР 

ра (и) < 26р» (и). 

Интегрируя последнее неравенство в пределах от цу до и, 
получим: 

М, (#) — М, (шо) < 26 (М, (и) — М» (ш)] (и 2 Uo),
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откуда, в силу того, что Им М (и) == со, вытекает, что при 
4 > со 

больших значениях й 

М, (и) < (26 + 1) Me (x). 

Via 9Toro HepaBeHcTBa B ¢uay (1.17) BEITeKaeT, TO NpH Goub- 
ших й 

М, (и) < М, (26 -- 1) 4], 
т. е. что 

М; (#)-3 М. (м). 

Аналогично доказывается соотношение М. (и) -3 М, (и). 
Лемма доказана. 
В условиях леммы 8.2 играют роль только значения функ- 

ций р1(и) и р(и) при больших значениях аргумента. Здесь, 
как и в ряде других случаев, при рассмотрении правых 
производных р(и) М-функций М(и) важно иметь формулу 
для функции р(и) лишь при больших значениях и. В связи 
с этим будем пользоваться следующим определением: функ- 
ция ф(и) называется главной частью (гл. ч.) функции р (и), 
если при больших значениях аргумента они совпадают. 

Теорема 3.4. Пусть заданы М-функциий (3.1) и до0- 
полнительные к ним М-функции 

[о | [2] 

Ni@=falsds, Мо) = ] 4» (8) 45. 
0 0 

Пусть существует такое множество Р\ полной меры, 
что 

tim Pel@o()l _ 5 > 0. (3.9) 
b 4 > 00 

vEFP, 

Тогда: М, (и) — M,(v). 
Доказательство. Введем обозначение 4›(0)=и.. 

В силу (2.3) | 

рэ [42 (9)] = р» (и) 29 (3.10) | 

и в силу (2.4) при любом => 0 

р2(и— =) < 9. (3.11) 

. Обозначим через Р подмножество Р;, состоящее из точек, 
в которых непрерывны функции р, (и) и Р»2(и). Так как
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каждая монотонная функция имеет не более чем счетное 
число точек разрыва, то Р также является множеством пол- 
Ной меры. 

Из (3.10) вытекает, что 

Р1 (и) < 2 (и) 1 [42 (9)] 
Ра (и) > 9 о’ 

откуда в силу (3.9) 

lim 21) <b. 3.12 

u€ P, 

Из (3.11) следует, что при всех иЕР 

21 (и) _ и Ра (и) Pr (4) __ P1192)! 
Ро (и) И 5, (и — =) > v о 

откуда в силу (3.9) 
Ра (и) 

wm pa (a) (u) ~ 2? (3.18) 
uCPrF 

> 
Из неравенства (3.12) и (3.13) вытекает, что 

lim 21) — $, 
u>cP2 ре (и) 

u€FP 

Из последнего равенства и леммы 3.2 следует, что 
М, (&) — М. (и). Теорема доказана. 

. Существование различных классов. В связи 
с введением классов эквивалентных М№-функций возникает 
вопрос о том, «сколько» есть различных таких классов. 

Ясно, например, что № - функции |и | при различных а > 1 
принадлежат различным классам. Л№-функция М (и) = (1-Е 

в а-|и|)— || удовлетворяет соотношению. M (uz) 
3|4|"(@> 1), Ho ona не эквивалентна ни’одной М№- “yan: 
ции |и#[°. Не эквивалентна ни одной М№-функции и |“ т 
М№-функция М, (и) =е!“! —|и|—1, которая удовлетворяет 

соотношению |и |” -3 М, (1). 
Пусть теперь 

1% 

М» (и) = | р. (0 (n—=1,2,...) — (3.14) 
0
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— произвольная последовательность М№-функций. Построим 

такие №М-функции М (и) и Ф(и), что 

М» (и) ЗМ (и) (n=1, 2,...) (3.15) 

Ф (и) 3 М, (и) (n=1, 2,...). (3.16) 

Myctb p (t)= p, (t)+ pot)... + ри (0 прип—1<Ё< 
<n. PyHkilua p(t) непрерывна справа, монотонно возрастает 
и удовлетворяет условиям (1.13). В силу леммы 3.1 №М-функция 

lal 

М (и) = | рфа 
0 

булет удовлетворять соотношению (3.15). 
По уже доказанному можно построить М№-функцию. 1 (9), 

удовлетворяющую соотношениям 

№ (9) -3 Ч (“), 

где №, (9)—функции, дополнительные к М№-функциям (3.14). 
В силу теоремы 3.1 дополнительная к Т (9) М-функция Ф (#) 
будет удовлетворять условиям (3.16). 

Пусть М (и) — некоторая №-функция. Функция М; (и) = 

—2"% — | также является № -функцией, Очевидно» М (и) $ 
- М, (и). Легко видеть, что в случае, когда М (и) растет не 
быстрее степенной, М, (и) не эквивалентна М (и). Эти функ- 
ции не эквивалентны друг другу и для многих других 
№-функций. Однако существуют и такие М-функции М (и), 

что е"® —1—М (и) (предоставляем читателю построить 
пример |). 

Нетрудно для произвольной №М-функции М (и) построить 
такие неэквивалентные ей М№-функции О(и) и Ю (и), что 

Q(u)-3 M(u) 3 R (2). 

Для этого правую производную г(и) функции Ю (и) доста- 
точно определить равенством 

г (и) = пр (пп) upan—l<cucn (n=1, 2,...). 

Функцию О(и) можно определить как дополнительную. 
к №М-функции У (9), удовлетворяющей условиям: М (9) 3 (и) 
и (9) не эквивалентна № (9), где N (о) — дополнительная 
к М(и) функция. | 

3 Зак. 2810. М. А. Красносельский и Я. Б. Рутицкий
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Построенные функции О (и) и Ю(и) обладают, как легко 
видеть, следующим свойством: каждому п =1, 2,... соот- 
ветствует такое и», что при и >.и, 

Q(u)< M (=) < M(nu) < R(w). (3:17) 

В заключение параграфа покажем, что каждой №-функции М (и) 
соответствует такая М№-функция Ф (и), что не имеет места 
ни соотношение М (и) 3 Ф (и), ни соотношение Ф (и) -3 М (и). 
Для этого вначале построим М№М-функции О (и) и Ю (и), удов- 
летворяющие соотношению (3.17). Без ограничения общности 
можно считать, что 

< (и (и, 
где и,-— некоторое положительное число. Опишем построение 
графика функции Ф (и) (черт. 6). 

  

у   1 

Up Uprt и, ut 

Черт. 6. 

"Положим вначале Ф (и) = (и) при О< из щ. Далее, 
проведем прямую через точки с координатами { Uy, © (шо) } 
и { ш- 1, Е (ш-!)}. В силу свойства (1.16) эта прямая. 
пересечет график функции © (и) еще в одной точке, абсциссу 
которой обозначим через ц,. Через точки {и О (и!)} 
и {и 1, Ри -1)} проведем новую прямую до пересече- 
ния с графиком функции @ (и); абсциссу новой точки обо- 
значим через и. Продолжая этот процесс, получим ломаную,
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COCAMHAIOLYIO TOUKH C KOOpANHaTaMH { Uo, Q(4o)}, { 21, Q(4,)}, 
{ ta, @ (из) } ит. д. Эта ломаная и будет графиком №-функ- 
ции Ф (#) при и > и. 

По построению Ф(и) обладает следующими свойствами: 

Ф (и) = 9 (ии) (п=1, 2, ...) (3.18) 

Ф(и + )=АЮ(и- 1) (n=1, 2,...). (3.19) 

Допустим, что Ф(и) 3 М(и). Тогда найдутся такие А 
и и* > 0, что 

Ф (и) < M (ku) (и > и). (3.20) 

В силу (3.17) найдется такое и„ >> и*, что 

МА („+11 < R (ty 1. 
Тогда в силу (3.19) 

M [R (ty, + 1)] < Ф (и, 1), 
что противоречит (3.20). 

Аналогично доказывается, что не имеет места соотноше- 
ние М (u)-3 © (x). 

Предоставляем читателю показать, что для любой последова- 
тельности М№-функций М»(и) (п=1,2,...) существуют такие 
№ -функции Ф (и) и % (и), что Ф (и) -3 М» (и) 3 У (и), причем Ф (и) 
и У (1) не эквивалентны ни одной из функций М» (шп). 

$ 4. Д,-условие 

1. Определение. Говорят, что М-функция М (и) 
Удовлетворяет Д,-условию при больших значениях и, если 
существуют такие постоянные А > 0, ш >20, что 

`  МОд<ЕМ(и) (>. (4.1) 

Легко видеть, что всегда `> 2, так как в силу .(1.15) при 
и=0 

M (2u) > 2M (2). 

Д.-условие эквивалентно выполнению при больших зна- 
чениях и неравенства 

М Ш) < Е M (un), (4.2) 

где / может быть любым числом больше единицы. 

3*
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Пусть, действительно, 2821. Тогда из (4.1) при #2 #0 

следует: 

М (Ш) < М(2"и) < R"M (u) = М (и. 

Наоборот, если 2 < Г’, то из (4.2) следует: 

M (2a) < M(l"u) < R" (I) M (a). 

Простым примером функций, удовлетворяющих A,-yca0- 
вию при всех значениях и, могут служить М№-функции M (2) = 

—а|и|” («>> 1), так как 

M (2u) = a2" |u|" = 2” M(u). 

Очевидно, Д.-условие при больших значениях и выпол- 

няется, если 

=— M (2u) 
lim со. 4. 

и > © 

  

Нетрудно также видеть, что выполнение Д.-условия при 
всех ц, т.е. выполнение неравенства (4.1) при всех и 2.0, 
эквивалентно условию (4.3) и условию 

-—— М (2 
lim (Ри) 

изо М (и) 

Если М (и) удовлетворяет Д.-условию, то этому условию 
удовлетворяет и любая М№-функция, эквивалентная М (и). 
Пусть, действительно, М: (и) — М (и). Это значит, что най- 
дутся такие числа < Виц, > 0, что 

M (a) << My(u) <M (и) (ши) 

  

< со. (4.4) 

Следовательно, при`и пах {що и, | 

М, (24) < М(28щ < в (+) мед < в (+) м, (и. 

Отметим, что в каждом классе эквивалентных М№-функ- 
ций, удовлетворяющих Д.-условию, имеются №-функции, 
удовлетворяющие неравенству (4.1) при всех ий. Действи- 
тельно, пусть M(x“) ‘удовлетворяет неравенству (4.1) при



$ 4] Ао-УСЛОВИЕ 37 

и > Uy. Как и при доказательстве теоремы `3.3, определим 
М№-функцию М, (и) равенством 

О [ше при [и 
и. =] о 

< Uo, 

М (и) при |u|> 4p, 

(4.5) 

где a Pe > 1. Тогда при всех и 

М, (21) < пах { 9", №} М, (и). 

2. Признаки Д, - условия. 
Теорема 4.1. Для того чтобы М-функция М(и) 

удовлетворяла А.-условию, необходимо и достаточно, 
чтобы существовали такие постоянные © и щ > 0, что 
при и > и 

  

ир (и) M (a) <a, (4.6) 

где р(и) — правая производная М-функции М (и). 
Доказательство. Так как всегда ир(и) > М (и), 

To a > 1. Jlyctp “> и. Тогда из (4.6) получим: 

Гис: /* =—aln2 

или, что то же, М (21) < 2% M(u). Takum o6pa30m, доста- 
точность условия (4.6) доказана. 

Пусть теперь при и > 1 

M (2u)< RM (2). 
Тогда 

2% 2и 

ЕМ (и) > М (24) = [204 > [р@®4 > ир(и), 
0 % 

т.е. при и > и, выполняется неравенство (4.6). 
Теорема доказана. 
Из доказательства видно, что М(и) удовлетворяет 

Д.-условию при всех и>>0, если неравенство (4.6) выполнено 
при всех и >0. 

Георема 4.1` позволяет просто доказать, что М№М-функ- 
ции М (и), удовлетворяющие Д.-условию, растут не быстрее
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степенных. Действительно, при выполнении Д,-условия из 
(4.6) следует, что 

p(t) at 
[19 Mou <4 ft 

T. €. что при > и, 

M (40) 

р 
М (и) < —— (4.7) 

Нетрудно проверить, что №М-функция М (и) удовлетворяет 
Д.-условию, если ее правая производная р (и) удовлетворяет 
черавенству 

р(2и) ри)  (w> u), (4.8) 
rae l > 1, 420. 

Неравенство (4.8), в частности, выполняется, если функ- 
ция р(и) при больших значениях аргумента вогнута, т. е. 
при больших и! и и. 

p (“AE *) > PEP) 

3. A,-ycnOBHe AAA RONOAHUTEABHOK N-yuk- 
ции. Нас часто будет интересовать следующий вопрос: «как 
непосредственно по заданной М№-функции М (9) узнать, удов- 
летворяет ли Д.-условию дополнительная к ней М№-функ- 
ция М (и)? 

Теорема 4.2. Для того чтобы дополнительная 
к М№М-функции М (9) функция М (и) удовлетворяла А.- усло- 
вию, необходимо и достаточно, чтобы существовали такие 
постоянные [> Ти 0, что 

М < М (VD). (4.9) 
Доказательство. Пусть выполнено условие (4.9). 

Положим М, (0) = 7 М). В силу равенства (2.5) допол- 

нительная к №, (9) М№-функция М, (и) определится равенст- 

вом M, (2) = 5 M (2x). Неравенство (4.9) можно переписать 

в виде 

N (v) < М, (и).
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Отсюда в силу теоремы 2.1 следует, что при больших зна» 
чениях аргумента 

М; (и) < М (и) 

М (2и) < 2М (и). 

Аналогично доказывается, что из (4.1) вытекает (4.9). 
Теорема доказана. 
Если (4.9) выполняется при всех х >> 0, то и М (и) удов- 

летворяет Д.-условию при всех и. 
Как было отмечено в предыдущем пункте, М№-функция 

удовлетворяет Д.-условию, если ее производная при больших 
значениях аргумента вогнута. Функция, - очевидно, является 
вогнутой, если обратная к ней функция выпукла. Таким 
образом, №-функция М (и) удовлетворяет Д.-условию, если 
дополнительная к ней №-функция М№(9) имеет выпуклую 
производную. 

Для доказательства очередной теоремы нам понадобится 
следующее вспомогательное утверждение. 

Лемма 4.1. Пусть функции р(и) и 9(°) непрерывны. 
Тогда для выполнения неравенства (4.6) необходимо 
и достаточно, чтобы при больших значениях 9 выпол- 
нялось неравенство 

или, что то же, 

  

uq (v) a М> =: (4.10) 

Доказательство. Покажем, например, что из (4.6) 
следует (4.10). В силу (2.7) 

М (и) = ир (и) — М [р(=)]. 
Поэтому из (4.6) следует, что 

ир (и) 
ир (и) — М[р(и)] <“ (и 2 1), 

_ир(и)_ МР) (и > ио). (4.11) 

Положив в этом неравенстве ao (в силу непрерыв- 
ности функций р(и) и 4(9) при этом будет р(и) =), по- 
лучим (4.10). Аналогично доказывается, что из (4.10) сле- 
дует (4.6). 

Лемма доказана. 

  

откуда 
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+ Из доказанной леммы и теоремы 4.[ следует теорема 4.3. 
Теорема 4.3. Пусть М-функция М№(9) имеет при 

больших значениях 9 монотонно возрастающую непре- 
рывную производную. 

Тогда дополнительная к ней М-функция М (и) удовле- 
творяет Д.-условию в том и только том случае, если 
при больших значениях 9 выполняется неравенство 

м >а, (4.12) 

  

20e a, > 1. 
Для доказательства достаточно заметить, что непрерыв- 

ность функции р(и) следует из монотонности функции 4 (9). 
Как и в случае теоремы 4.1, М№М-функция М (и) удовле- 

творяет А.-условию при всех и, если неравенство (4.12) выпол- 
няется при всех и >0. 

4. Примеры. Как мы уже отмечали, Д.-условию при 
всех значениях и удовлетворяют М№-функции М (и) =а|и |“ 
(a > 1). 

В качестве следующего примера рассмотрим №М-функцию 

М (и) =| |*(|In| 2||-+ 1). (4. 13) 
Для этой функции при uw > | 

ир(и) _а--аши--1 

  

M(u” = Inu+1 ' 
откуда 

.„ Ир (и) lim =. 
u>o М (И) 

Поэтому в силу теоремы 4.1 №-функция (4.13) удовлетво- 
ряет А.-условию при больших значениях и. Непосредствен- 
ный подсчет показывает, что 

  

, M(2u) _ MQu) _ oe. 
in aw = i= ae =" 

Значит выполнены условия (4.3) и (4.4). `Это означает, что 
№-функция (4.13) удовлетворяет Д.-условию при всех и. 

Предоставляем читателю показать, что и дополнительная 
к №М-функции (4.13) М№М-функция удовлетворяет Д.-условию. 

№-функция | 

N (v)=e!*! —|v|—1 (4.14)
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не удовлетворяет Д,-условию, так как она растег быстрее 
любой степенной. Производная функции № (9) равна е — 1 
(«> 0), она выпукла. Из сделанного в предыдущем пункте 
замечания следует, что дополнительная к № (9) функция М (и} 
удовлетворяет Д,-условию. Нетрудно было бы проверить, 
что функция № (9) удовлетворяет условию (4.9). Выполне- 
ние Д.-условия для функции М (и), дополнительной к №-функ- 
ции (4.14), можно проверить и непосредственно, так как 
известно ее выражение в явном виде (см. (2.10)): 

M(w)=(1-+|a#})In(i+|a|)—la]. 
При этом нетрудно видеть, что А.-условие выполняется при 
всех и. 

Рассмотрим теперь М№-функцию 

М (©) =е*-— 1, (4.15) 

для которой дополнительную функцию М (и) в явном виде. 
найти не удается. Однако и для нее нетрудно показать, что 
М (&) удовлетворяет А.-условию при всех значениях аргу- 
мента. Воспользуемся для этого теоремой 4.2. 

Заметим прежде всего, что функция ф (1) = е* — 4е# —- 3. 
монотонно возрастает приё >> 0, так как $’ (2) = 4е* (её — 1) >. 
> 0. Следовательно, при 9 >0 

o— > ov]. 
  

Последнее неравенство является условием (4.9) для функции 
(4.15) при 1(=2. 

При рассмотрении предыдущих примеров могло возник- 
нуть предположение, что по крайней мере одна из двух до- 
полнительных друг к другу М№М-функций удовлетворяет 
Д.-условию. Кроме того, могло возникнуть предположение, что: 
каждая М№-функция, растущая медленнее степенной, удовле- 
творяет Д.-условию. Приведем пример, который показывает, 
что оба эти предположения неверны. 

№-функцию М(и) построим, задав ее производную р(Ё 
равенством 

Ё, если ГЕ [0, 1) 
p(t)= wa если ЁС [(R—1)!, RI) (R= 2, 3,...).
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Для того чтобы доказать, что М-функция M (2) = 
|u| 

= f р (Г) 4: не удовлетворяет Д,-условию, достаточно по- 

0 

жазать, что существует такая последовательность чисел 

и, -—> со, что 

M (2u,) >в М(и) (п=1,2,...). (4.16) 

Пусть 
U,n! (n=1, 2,...). 

Тогда 
2n! 

M (2u,)> f pdt > (n+ I)! al, 
. ! 

ni 

nM(u),—=n f p(t)dt<n-nl- al, 

0 

откуда и следует (4.16). 
Очевидно, функция ($) определится равенством 

_ $, если s€ (0, 1), 
= |”, ecm s€[(k—I1)!, Rk] (kR=2,3,...). 

|v] 

Покажем, что №М-функция М (9) = f q(s) ds также не 
0 

удовлетворяет Д.-условию. Для этого рассмотрим последо- 
вательность чисел 9„=—=п! (п =1,2,...). Тогда 

2n! 

N (2Up) > fa(s)as > и! п! 
ni 

п! 

nN (v, Jan 9645 <" п! (п — 1)! = 11. п, 

т. е. N(2v,) >nN(vp) =i, 2,...). При этом функция 

№ (9) растет не быстрее = -5-, так как а(5)<$ ($20).
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$5. А’-условие 

1. Определение. Говорят, что М-функция М(и) 
удовлетворяет А’-условию, если существуют такие поло- 
жительные постоянные си цу, что 

M (uv) < с М(&)М (“) (u, US Up). (5.1) 

Лемма 5.1. Если М-функция М(и) удовлетворяет 
Д’-условию, то она удовлетворяет и Д.-условию. 

Доказательство. Пусть В =сМ (#2). Тогда при 
“> uy+2 

M (21) <M [(uy+ 2) a] < cM (uy + 2) M (a) = RM (1). 
Лемма доказана. 
Пусть М-функция М(и) удовлетворяет А’-условию, 

а №-функция М, (#) эквивалентна М (и). Покажем, что тогда и 
М, (и) удовлетворяет Д’-условию, т. е. что АД’-условие есть 
свойство класса эквивалентных друг другу №-функций. Так 
как М(и) — М, (и), то существуют такие положительные 
постоянные А,, № и и, что 

М (Е! и) < М, (и) < МЕ. и) (4 > uy). (5.2) 

Удобно считать, что Е. < 1, и, и, №1. 
В силу леммы 95.1 найдутся такие №. > 0 ии, >20, что 

  м(У№ и) <ь м (> wy). (5.3) 
1 

Следовательно, при и, о >. тах Uo, ty, Е 

М, (#5) < М (ли) < сМ(У ви) М (У) < 
< сз М(Ёи) М (0) < сз М, (и) М, (5). 

Нам неизвестно, существует ли в каждом классе экви- 
валентных /Л№-функций, удовлетворяющих Д’-условию, такая 
функция, которая удовлетворяет этому условию при всех и, 9. 

Необходимо отметить, что класс М№М-функций, удовлетво- 
ряющих А’-условию; существенно уже класса М№-функций, 
удовлетворяющих Д.-условию. Рассмотрим, например, функ- 

2 
цию М(и)= Она является Л/-функцией, так как и 

ш (ем |)`
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__ 24 (ие) ш(и-е) — и? 
ее производная р(и)= @ то @ то (и>.0) удо- 

влетворяет условиям (1.13) и монотонно возрастает. В дока- 
зательстве нуждается только последнее утверждение; оно 

следует из того, что 

, 2 
р (= (u + e)? In3(u + e) [a+ еше (ие) — 

— ии ети-о-и-е ТОО | 

> ааа Но ти- 9) —иР>0  (и>0) 

  

  

М№-функция М(и) удовлетворяет Д.-условию, так как 

М (2и) __ 4 

  

lim 
и>со М (И) 

Эта функция не удовлетворяет Д’-условию, так как 

М (12) _ 

ц->со 

2. Достаточные признаки выполнения 
А’-условия. 

Теорема 5.1. ГЛусть существует такое число ш > 1, 
что при каждом фиксированном и > и, функция 

Mo   

не возрастает при t > up. 
Гогда М-функция 

|e | 

M(u)= [ p(t) dt 
0 

удовлетворяет А’-условию. 
Доказательство. Пусть и, о 2 що. Тогда по условию 

теоремы 
t 

PO Soa) (24 
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Используя это неравенство в выражении 

М(шо) = f p(t)at =u f p(uthdt = uf p(ut) dt +-u [ platyat, 
0 0 0 Uo 

  

получим: 

р (ищо) . __ M (uv) & uty P (4p) и Ри) Je (t) dt = 

— _м®_ — ишр (ии) р + Wop (to) , 

и так как 
ue чик 

ишор (ишо) < — J p(t)hdt< = Г? (К) аЁ= M (1249) 
Uy — UUy 0 Ио — ] 

TO 

M (v) 
m (wey < | . + пр | 

  

(5.4) 

Из последнего неравенстта вытекает, что М№-функция 
М (и) удовлетворяет Д,-условию. . Действительно, из (5.4) при 
и —= и, вытекает, что 

  

2М (1%) | 
М (и М (° (40) < Tupi) 

pu UV > Up, TAC 9, — такое число, YTO M (vo) > App (Uo). 
В силу Д.-условия найдется такое А > 0, что г ий > Uy 

_М (ии 5) <ЕМ (4). 

 ачит, из (5.4) вытекает, что 

2k 
М шо) < оперу М) М (9) 92). 

Теорема доказана. 
Предположим теперь, что функция р (Е) лифференцируема 

при больших значениях &. 
Лемма 5.2. Функция 

"= oo 
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не возрастает при фиксированном и» и > 1 при #2 щ., 
если функция 

(= oN С ; 

не возрастает при t > up. 
Доказательство. Функция A(t) не возрастает при 

{> и, тогда и только тогда, когда ее производная 

/ / — p(t ° 
h! (t) = ue (ut) p ae (t) p (ut) 

не положительна при {> щ%, т. е. тогда, когда 

up’ (ut) _ p’ (t) 
p(ut) ~ p(t)’ 

Последнее неравенство непосредственно следует из условия 
леммы. 

Лемма доказана. 
Из этой леммы и теоремы 5.1 следует 
Теорема 5.2. Пусть при больших значениях Ё функ- 

ция р(Р) дифференцируема и функция 

gy 20 6.5) 

  

не возрастает. 
Тогда М-функция 

1% | 

мш= [р 
0 
ре 

удовлетворяет А’-условию. 
3. Д’-условие для дополнительной функции. 
Теорема 5.3. Пусть производная р(и) М№-функции 

М (и) дифференцируема при и» щ >1, причем функция 

__ tp’ (é) 
g (2) — р (2) 

не убывает при > щ. 
Тогда М-функция 

[о | 

М (9) = [49 () 45, 
0
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дополнительная к М-функции М(и), удовлетворяет. 
А’- условию. 

Доказательство. Так как функция 2(1) не убывает, 
то при достаточно больших Е она принимает положительные. 
значения. Значит, при больших значениях аргумента р’ 1 > 0, 

откуда вытекает дифференцируемость функции 4 ($), обратной 

к функции р(0). 
В силу леммы 5.2 для доказательства теоремы достаточно. 

показать, что найдется такое $5 > 1, что при $ > 50 функция 
$ 

_ 54° ($) 
81 (5) — q (s) 

не возрастает. 
Положим $—=р(1). Тогда при #> В = мах { и, 4 (1) }, 

$ > 5% = р (®) > 1 имеем: , 

q 9 = 70 ‚ 

_ 54' ($) _ Р@) 1 | 

а так как функция 52({Г) не убывает, то функция с, ($) не 
возрастает, Теорема доказана. 

В следующем параграфе будет выделен специальный 
класс №-функций, дополнительные к которым удовлетворяют 
Д’-условию. 

4. Примеры. Если 

Mw=4F @>1, 
то, очевидно, при всех U,V 

М, (19) =&М, (и) М, (®), 

т. е. М(и) удовлетворяет Д’-условию. 
Второй пример №-функции, удовлетворяющей Д”-условию 

при всех u,v, дает М№М-функция 

Mz (4) =|4|*([Injal]+-1) (> 1). 

Действительно, 

| М» (шо) == | шой (Паш | + 1)< 
< шо (ши || -Н |119] - 1) < 

<[a|* (in| || + 1)-[vl?( In] || + 1) = М, (и) М, (9).
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Рассмотрим теперь №-функцию 

Мз (и) = аира -Н |) — |4. 
ЗВыпуклая при больших значениях и функция 

Ч (и =иши 

удовлетворяет условию (3.6). В силу теоремы 3.3 функция 
Q(4) является главной частью некоторой М№-функции Ф (и): 
гл. ч. Ф(и) = О (и). 

Функция Ф (и) удовлетворяет А’-условию в ‚силу теоремы 
5.2, так как для нее 

Iné+1 __ 

=: Ра 

№-функции Ф(и) и М. (и) удозлетворяют условию (3.4) 
м, следовательно, эквивалентны. Значит, и М-функция М. (#) 
удовлетворяет Д”-условию. 

Оказызается, что №-функция М. (и) удовлетворяет A’-yc- 
ловию не при всех u,v. Действительно, если бы существо- 

вала такая постоянная с, что при всех и, 

M (uv) < сМ (и) М (9), 

TO значения функции 

  

М f(a, 0) = a Me = 
— (а-Е 1) nd+lepb—letfad+lel) ind+lep lel 

(1+-|av|) In(i + |av|)—|ae| 
были бы ограничены снизу положительным числом 7" Ho 

1 
если положить ий = п, ® = —— то легко прозерить, что. 

Vn’ 

lim (и, 7x)= 

В качестве последнего примера укажем, что Д’-условию 
удовлетворяет №-функция М (9), дополнительная к !-функции 

что можно проверить, воспользовавшись теоремой 5.3. Для 

М (и) функция: 

tp) о 1 1 
&O)=s po = |5. ЕН 
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при больших значениях Ё возрастает, так как ее производная 

    

3 1 
g (t)= Е Ё Vin(i+¢) ~ are] + ee 1 Ча 2 Vind +?) a ltonazal 

положительна. 

$ 6. М-функции, растущие быстрее степенных 

1. А.-условие. Будем говорить, что М№М-функция М (и) 
удовлетворяет Д.-условию, если она эквивалентна №-функ- 
ции |и| М (и). Так как при и > Т всегда |u| M(u) > M(x), 
то Д.-условие означает, что при значениях и, больших 
некоторого шо, 

|u| M(u)< M(ka), (6.1) 

где А — некоторая постоянная. 
Если М№-функция М(и) удовлетворяет А.-условию, то, 

как легко видеть, этому условию удовлетворяют и все 
М№-функции, эквивалентные М (1). 

Примерами /Л№-функций, удовлетворяющих Д.- условию, 

могут служить №-функции М (и) с главными частями е* ,e", 

и" ит. д., так как для них выполнение условия (6.1) 
очевидно. 

Во всех приведенных примерах №-функции М (и) растут 
быстрее любой степенной. Это не случайно, так как каждая 
М№-функция М (и), удовлетворяющая Д.-условию, растет быст- 

рее любой степенной и". Действительно, в силу (6.1) при 

u > ugk” 

Mw) >| M(Z)>BM(g) > > 

и" \ М (ш) п 
> n (n+1) М (+=) > n (n+1) ue. 

в 2 Re k 2 

Однако не все М№-функции, растущие быстрее любой 
степенной, удовлетворяют Д.-условию. Например, этому 

4. Зак. 2810. М. А. Красносельский и Я. Б. Рутицкий
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условию не удовлетворяет №-функция М (и), для которой гл. ч. 

М (#)=и"“, так как для нее при любом k > 0 

М (Ри) __ 0 

peo Te LM) и > © 

2. Оценки для дополнительной функции. 
Теорема 6.1. Пусть №М-функция М(и) удовлетво- 

ряет А.-условию. 
Тогда дополнительная к ней М-функция №() удов- 

летворяет при больших значениях 9 неравенствам 

k,uM~' (k,v) < N (v) < k,vuM~' (kv), (6.2) 

где М" (%)—функция, обратная к функции М (и), В <А.— 
постоянные. 

Доказательство. Покажем прежде всего, что №-фун- 
КЦИЯ 

jul - 

-M, (4) = f M@at 
0 

эквивалентна Л№-функции М (и). Действительно, по условию 
теоремы при больших ий 

- 

% 

_ М, (= Г M (t) dt < uM(u) < M(ku), 
0 

где Е — некоторая постоянная. С другой стороны, при и > 1 

2u 2u 

М, (2u)= | м0 dt > [Moat > М (и) > М (и). 
0 u 

Таким образом, М, (#) — М (и). 
Поэтому и функция N,(v), дополнительная к М, (и), 

эквивалентна / (9). Функция М, (©) находится непосредственно: 

lo] 
№, (9) = Г M7" (t) dt. (6.3) 

0
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Из последнего равенства следует, что 

—1 
М, (9) < |9| М” (|951) 

[>| lv] 

Ny w= fm oat> J M(t) at > м-* (61). 
Loy 

Из последних неравенств и того, что №, (9) — М (м), 
следует (6.2). 

Теорема доказана. 
Заметим, что левое неравенство (6.2) справедливо при 

достаточно больших о для любой функции М (и) (без пред- 
положения о Д.-условии) с любой постоянной №, < 1. Дей- 
ствительно, из неравенства Юнга вытекает, что при больших 9 

Е оМ`" (Ё,9) < ВМ (5) Шу М (9). 

3. Построение /Л№-функций, эквивалентных 
дополнительным. Как мы уже отмечали, построение 
в явном виде дополнительных Л№-функций возможно лишь 
в редких случаях. Однако для приложений во многих слу- 
чаях знание точных формул для дополнительной функции 
не обязательно — достаточно знать формулы для какой-нибудь 
№ -функции, эквивалентной искомой. Оказывается, что для 
некоторых классов М№-функций могут быть указаны фэрмулы 
для М№-функций, эквивалентных к дополнительным. Один 
из таких классов выделяется при помощи Д.-условия. 

Из теоремы 6.1 непосредственно вытекает 
Теорзма 6.2. Пусть М-функция М (и) удовлетво- 

ряет А.-условию и пусть функция О (9%) =|9э| M~™ (\v]) 
является главной частью ‘некоторой М№-функции WV (v). 

Тогда (и) — М (9). 
Для того чтобы функция О©(9) была главной частью 

некоторой /М№-функции, достаточно, чтобы функция Q’(v) 
монотонно возрастала к бесконечности при 9 -- со. Так как 
при о > 0 

/ — ©’ (9) = М7" (и о иг 

Нт О’ (9) = со 
>< 

TO 

4¥
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Для того чтобы ©’(9) возрастала монотонно, достаточно, 
чтобы ©” (9) при больших значениях х была неотрицательной 
функцией. Последнее условие выполняется, если при боль- 
ших значениях и 

2p? (u)— М (и) р’ (и)>0. (6.4) 

Это неравенство выполняется, например, для №-функций 
М, (и), М. (и), М. (и), для которых гл. ч. М, (#) = е\, гл. ч. 
М, (и) =", гл. ч. М. (и) = и“*. Поэтому дополнительные 
к ним //-функции эквивалентны соответственно №-функциям 
Т, (©), Ф. (о), 4. (9), для которых 

гл. ч. У, (©) =о1по, гл. ч. №, (9) =эТ шо, 

в (6.5) 
ra. u. V3 (v) =v 

  

Выше мы показали, что №М-функции М (и), удовлетворяю- 
щие А,-условию, растут быстрее любой степенной |и|“ 
(< >1П. Это значит. что 

М (и) >— (w> uy), 

где и, — некоторое неотрицательное число. Тогда из теоремы 
2.1 следует неравенство для дополнительных функций: 

м0<% (т++=1). 
Таким образом, №-функция, дополнительная к Л№-функции, 
удовлетворяющей Д.-условию, растет медленнее любой сте- 
пенной 98 (3 >> 1). Например, такими будут функции (6.5). 

При рассмотрении произвольных М№-функций, растущих 
медленнее любой степенной функции, возникает предпо- 
ложение, что она дополнительна к /Л№-функции, удовлетво- 
ряющей Д.-условию. Это предположение в ряде случаев 
удается проверить. Рассмотрим, например, Л№-функцию М (9), 
для которой гл. ч. М№ (9) =9(шу)?. Представим ее в виде 

ra. 4, № (9) = 0" (9). 

Тогда О (и) =е"* . Очевидно; © (и) является главной частью 
некоторой М№-функции М, (и), удовлетворяющей Д.-условию. 
В силу теоремы 6.2 М№(9) эквивалентна N, (v).
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Проведенные рассуждения содержат общий путь постро- 

ения М№-функций, эквивалентных дополнительным к широ- 
ким классам заданных Л-функций, растущих медленнее любой 
степенной. Пусть задана такая Л№-функция М (9). Представим 
ее в виде № (9) =|о| 9" (]9]). Если функция О (и) оказы- 
вается главной частью №-функции М, (и), удовлетворяющей 
А.-условию, то в силу теоремы 6.2 М, (и) — М(и), где 
М (и) — М-функция, дополнительная к М (5). 

Возможен и другой путь построения М№-функции, экви- 
валентной дополнительной к /М№-функции № (9), растущей 
медленнее любой степенной хВ (8 > 1). Пусть 4 (9) = №’ (°), 

причем функция 4‘ (и) = гл. ч. М, (и), где М, (и) есть М-фун- 
кция, удовлетворяющая А.-условию. Тогда, как было показано 
при доказательстве теоремы 6.1, 

| 2] 

М, (и) — М, (и) = | М, @® 4. yu 

Значит, эквивалентны /Л№-функции N,(v) и №.(9), дополни- 
тельные соответственно к /И. (и) и М. (и), причем 

№%| 

М» (9) = f Мг" () ds. 
0 

Так как при больших значениях о М! * (9) = (9), то № (9) — 
— № (9), откуда М5 (и) — М (и). Следовательно, №М-функция 
М; (и) будет искомой функцией, эквивалентной М (и). 

4. Суперпозиция дополнительных функций. 
Пусть М (и) и О (и) — некоторые М№-функции. 

№-функции М (и) и М[О(и)| никогда не эквивалентны, 
так как при любом Е >0 

М [© (#)] __ lim —= с. 
u->co M (ku) 

Это следует из того, что при достаточно больщих и 

С (и) >nku, M (nku) > nM (kp), 

где п — любое заданное число, откуда 

М [© (и)] М (пм). 
“M (ku) > м >"
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М№-функции М (#) и 9 [М (“)], однако, могут в некоторых 
случаях быть эквивалентны. При этом, если М, (и) —М (и) 
и С, (и) — @ (и), то функции М, (и) и О, [М, (2) эквивалентны 
тогда и только тогда, когда эквивалентны №-функции М (и) 
и 9 [М (1). 

Сделаем еще одно очевидное замечание: если М (и) — 
— 9 [М (1) ], то М (и) — 9191... 91М (%)]. 

Теорема 6.3. Для того чтобы М-функция М(и) 
удовлетворяла А.-условию, необходимо и достаточно, 
чтобы выполнялось соотношение 

N[M (4)] ~ M (4), 

где М№ (ч) — дополнительная к М(и) функция. 
Доказательство. Пусть М (1) удовлетворяет Д.-усло- 

вию. Докажем, что №, [М (и)] — М (и), где М, (9) — №-функ- 
ция, определенная равенством (6.3). Так как М, (9) — М (9), 
то этим необходимость условия теоремы будет доказана. 

По определению функции №, (9) 

М, (9) <|9| М" (]9ч|), 
откуда при больших значениях Lk 

М, [М (и) < М (и) 1 < М(ви) 
в силу того, что |и|М (и) — М (и). 

С другой стороны, для произвольной №-функции М, (9) 
при больших значениях аргумента 

№: [М (и)] > М (и). 
Таким образом, №, [М (#)| — M(x). 
Докажем достаточность условия теоремы. Пусть № [М (#)]— 
— М (и). Это значит, что при болыших значениях аргумента 
М [М (&)| < М (Е). Так как в силу неравенства Юнга при 
больших значениях аргумента 

vM~* (v) <N(v)-++v < 2N (2), 
то при больших значениях и 

иМ (и) < 2М [М (и) < 2М (Е1и) < М (281). 

Таким образом, №М-функция М (и) удовлетворяет Д.-усло- 
ВИЮ. 

Теорема доказана.
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Пусть М(&) и О(и) — две М№-функции, первая из кото- 
рых удовлетворяет ДА.-условию. Покажем, что обе суперпо- 
зиции М [© (и)] и ОМ (&)] также удовлетворяют Д.-условию. 
Это следует из очевидных цепочек неравенств, справедливых 
при больших значениях аргумента: 

иМ [О (и)| < Ч (и) М [9 (и)| < М [ЕО (м)] < МП (®и)] 

и [М (#)] < [М (и)] < 9 [М (Ем). 

5. Д?-условие. В ряде случаев функции М (и) и 9 [М (“)] 
эквивалентны и тогда, когда (©) (9) «существенно» более быстро 
растущая функция, чем функция М (9), дополнительнаяк М (и). 
Нас в дальнейшем будет интересовать случай, когда © (9) = 92. 

Будем говорить, что М№-функция М (и) удовлетворяет 
Д?- условию, если 

M (u) —М?* (и), 

т. е. если существует такое А >> 1, что 

М? (и) < M (kz) | (6.6) 

при всех достаточно больших и. 
Легко видеть, что №-функция М (и) удовлетворяет Д?-ус- 

ловию, если М(и) — М*(и) при некотором а > 1. Обратно, 
если М-функция М (и) удовлетворяет Д?-условию, то М (и) — 
— М“(и) при любом @ > 1. 

Непосредственно проверяется, что №-функция М (#) удов- 
летворяет Д?-условию, если ему удовлетворяет какая-нибудь 
№-функция, эквивалентная М (1). 

Примерами функций, удовлетворяющих A?-YCOBHIO, могут 

служить №М-функции с главными частями е“, е” ит. д. 
Если М-функция М (и) удовлетворяет А?-условию, то 

она удовлетворяет и А.-условию. Действительно, из Д?-ус- 
ловия вытекает существование такого А >> 1, что М(Еи) > 
> М?(и) при больших значениях и, и так как М(и) > и 
при больших значениях и, то М (Ри) > иМ (и), т. е. выпол- 
нено неравенство (6.1). Это и означает, что №М-функция М (и) 
удовлетворяет Д.-условию. 

Однако класс №- функций, удовлетворяющих А.-усло- 
вию, шире класса М№-функций, удовлетворяющих АД?-усло- 
вию. Например, №М-функция М(и) с главной частью и“"
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удовлетворяет Д.-условию, но не удовлетворяет Д*?-усло- 
вию, так как при любом А >0 

y 2a и 

ит — 
и! > со (Ви) (Ku) 

—= ©. 

Выше мы показали, что каждая М№-функция, удовлетво- 
ряющая Д.-условию, растет медленнее некоторой степенной 
функции. Этот факт справедлив не только для М№-функций. 
Пусть, действительно, Г (и) — произвольная неотрицательная 
неубывающая функция, удовлетворяющая при #й > из нера- 
венству 

f(2u)< kf (uw). 

Ing k 
Тогда из 2" to ux Qn ty следует, что "< (=) | 0 
И 

Г) < Нид Вид.) ^ 
Рассмотрим теперь неубывающую функцию /(и), удов- 

летворяющую при ий >. и, неравенству 

27 (и) < f (Ru). (6.7) 

Очевидно, #`>1. Пусть Ри < их А" uy. Тогда 2”> 
и Шу, 2 

> (в) 
In 

(и) > f (Re) > 2" f (up) > F (uo) (ge) 
Таким образом, из (6.7) вытекает, что при больших значе- 
ниях и 

f(a) > u*, (6.8) 
где a< In, 2, 

Лемма 6.1. Пусть положительная неубывающая функ- 
ция р(и) при больших значениях аргумента больше еди- 
ницы и удовлетворяет неравенству 

р? (и) < р(Еи). (6.9) 

Тогда существует такое « > 0, что при больших зна- 
цениях и 

р(и) >=
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Доказательство. Из условия леммы вытекает, что 
функция /(и)= шр(и) удовлетворяет неравенству (6.7). 
Поэтому она удовлетворяет неравенству (6.8), т. е. 

шр(и) > ut. 

Лемма доказана. 

Из этой леммы вытекает, что каждая №-функция, удов- 
летворяющая Д?-условию, при больших значениях аргумента 

растет быстрее, чем некоторая функция е\". 
Теорема 6.4. ГГусть правая производная р(и) М-фун- 

кции М(и) удовлетворяет условию (6.9) при и > щ. 
Тогда М (и) удовлетворяет А?-условию. 
Доказательство. В силу леммы 6.1 можно считать, 

что 2и < р(Ёи) при и? и. Поэтому при ий > щ% 

2ир? (и) < 2ир(ки) < р? (и) < р(Е?и). 

Отсюда и из неравенства М (и) < ир(и) следует, что при 
u > Uo 

М? (и) ==? f M(t) p(t) dt < M2 (uy)+ 2 f tp? (t) dt < 
0 tg 

< M? (uo) + fp (Ht) dt < MP (uo) Ми). 
0 

При больших значениях и М? (и) < М(Е?и). Поэтому из 
предыдущего неравенства следует, что 

М? (и) < 2М (Е?и) < М(2Е?и). 

Теорема доказана. 
| Как уже было отмечено, М№М-функции, удовлетворяющие 

А?-условию, растут быстрее, чем некоторые функции вида 
Us 

е (&`>0). Оказывается, что обратное He имеет места. 
Предоставляем читателю построить пример такой №-функ- 

ции, которая растет быстрее некоторой функции a (a, > 0) 
и не удовлетворяет ни Д?-условию, ни Д.-условию. 

Простой признак того, что №М-функция М (и) удовлетво- 
ряет Д?-условию, дает следующее утверждение.
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Пусть найдется такое « >0, что функция 

I ош = (6.10) 

не убывает при значениях и, больших некоторого цу. 
Гогда М-функция М (и) удовлетворяет А?-условию. 
Действительно, пусть и > uy. Тогда 

1. 

21 М (и) М М ти) 1 
М? (и) =е =e ue хе 2%"  — M(2¢u). 

Так как, кроме того, при достаточно больших значениях ий 

М (и) < М* (и), 
TO 

М (2) ~ M? (it), 
что и требовалось доказать. 

Как мы отмечали, обе суперпозиции М [О (#)] и Q[M (u)} 
№-функций М(и) и О(и) удовлетворяют А.-условию, если 
этому условию удовлетворяет М№-функция М (и). Предпо- 
ложим теперь, что М(и) удовлетворяет Д?-услозию. Тогда 
М [О (#)] также удовлетворяет Д?-условию, так как при 
больших значениях и 

М* [9 (и)] < МГЕО (и)] < МПО (®и)|. 

Оказывается, что М№М-функция О [М (и)] при этом может 
не удовлетворять Д?-условяю. Более того, какова бы ни 
была функция М (и), всегда можно построить такую функ- 
цию @ (и), что Ф[М (и)] не удовлетворяет Д?-условию. 

Пусть 

О< «< М(9,)< < М(о,<...< < М(о)<.... 

Определим №-функцию @(и), положив ее равной и? при 
QO<u< M(v,.) uM определив ее как линейную функцию 
9 (9), № — М(о,_,)] на каждом отрезке М(о„_,) < 

<и< М(ио,). Угловые коэффициенты №, выбираем так, 
чтобы они возрастали, — это обеспечит выпуклость функции 
© (и). Более того, будем требовать, чтобы эти угловые
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коэффициенты возрастали настолько быстро, чтобы при всех п 
выполнялось неравенство 

(бер, — М, > 
>9(9,_)- АМ (9,)—М(%,„_,)1. 

Тогда №М-функция @ (и) будет удовлетворять неравенствам 

4 (5) > Ч [М (ч,] (п=1,2,...). 

Положим х„ = М (и). Без ограничения общности можно 
считать, что М (и„) > пи,. Тогда из полученных неравенств 
вытекает, что 

2 [М (и, > 9 {ММ (и, > 91М (ви). 

Значит, суперпозиция © [М (и)] не удовлетворяет Д?-условию. 
6. Свойства дополнительных функций. 
Теорема 6.5. Лусть М№М-функция М(о) удовлетво- 

ряет А.-условию. 
Гогда М-функция М№(9), дополнительная к М(и), 

удовлетворяет А.-условию. 
Доказательство. Пусть А; и А. — постоянные, фи- 

гурирующие в (6.2). Так как функция М *(9) вогнута и 

= > 1, то 

—1 2Ry 2Ко —1 M (1%) < зем (о). 

Следовательно, в силу (6.2) при больших значениях UV 

№ (29) < 2В.0М-! (210) < 2 ЗМ (kv) < (=) N (v), 

откуда и следует утверждение теоремы. 
Теорема 6.6. Пусть М-дункция М (и) удовлетвэряет 

А?- условию. 
Тогда дополнительная к ней М-функция М(9) удовле- 

творяет А’- условию. 
Доказательство. Так как М(и) удовлетворяет 

Д?-условию, то найдутся такие постоянные &, А, что 
при # > 4% 

.. _М (Е > М? (0. 

Без ограничения общности можно считать, что &% >.
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Iyctb ¢ >s Sly. Torna 

M (Rts) > M(kt) > M?(t) > M(t) M(s). 

Полагая в последнем неравенстве t= M~'(u), 5=М`* (9), 
получим, что при и, v > M (fo) 

M7" (uv) < RM~* (u) M~* (9). 

В последнее неравенство и и VU входят симметрично, 
поэтому оно справедливо при всех и, о > М (Е). 

Так как №-функция М (и) удовлетворяет Д?-условию, TO 
она удовлетворяет и А.-условию. В силу (6.2) найдется та- 
кое и, > М (&%)-Н 1, что при и > щ (или 9 > uy) 

ви М`* (Ей) < М (и) < kouM~* (Rott), 

где Rk, и № — некоторые постоянные. Следовательно, при 

и, US Uo, 

М (шо) < шо М * (вышо) = (Уи) №0) MV kp V hyo), 
откуда 

N (uv) << RV RguM"(V ky) V ka uM" (V Re 2), 
и, наконец, 

  М (шо) < вм (№ и) м (He о). 
ky ky 

В силу предыдущей теоремы №-функция М (95) удовле- 
творяет А.-условию. Поэтому из последнего неравенства вы- 
текает, что при больших значениях и, UV 

N (uv) < cN (v) N(v), 

где с— некоторая постоянная. 
Теорема доказана. 
Теорема 6.7. Пусть М-функция М{<и) удовлетво- 

ряет А.-условию. Для того чтобы дополнительная к ней 
№-функция М№ (9) удовлетворяла А’-условию, необходимо 
i достаточно, чтобы при больших значениях и ит вы- 
поднялось неравенство 

M (uv) > M (au) M (Bv), (611) 

где о, В — некоторые числа.
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Доказательство. Пусть выполнено условие (6.11). 
Тогда при больших и, о имеет место неравенство 

  

-1 -1 
M (uv) < М ae ®. 

Из этого неравенства и теоремы 6.2 следует, что 

М (шо) < В, ОМ" (шо) < № М-Т (в, и) М-1 (0) < 
ар 

1 ., (Re 1 
<a (a4) N(R) 

и так как в силу теоремы 6.5 М (9) удовлетворяет А,-усло- 
вию, то 

М (иэ) < сМ (и) М (9). 

Достаточность условия (6.11) доказана. 
Допустим, что М (9) удовлетворяет Д’”-условию. Это в силу 

теоремы 6.2 означает, что при больших значениях и, U 

иоМ`* (19) < Ей М" (и) 9 М: * (5). 

Отсюда следует, что при больших значениях аргументов 

М (Ри) > М (#) М (5). 

Теорема доказана. 
Из этой теоремы и теоремы 6.6 вытекает, что неравен- 

ство (6.11) выполняется для №М-функций, удовлетворяющих 
Д?-условию. Имеет место более сильное утверждение: 
если М(и) удовлетворяет АД?-условию, то найдется такое 
и, > 0, что при и, US uy 

M (uv) > M(u) M (2). | (6.12) 

В качестве и, нужно взять такое число, что М? (и) = М (ии) 
при и >. шо. Тогда при и 29 > Uy 

М (#) М (9) < М" (и) < М(ии) < M (uv). 

Условие (6.11) обычно легко проверяется. Рассмотрим, 
например, №-функцию М (и), для которой гл. ч. М (и) = ale, 
Она удовлетворяет ДА.-условию. Условие (6.11) для нее озна- 
чает, что при больших и, 9 

еп u+in v)? > ein u e In? 7



62 СПЕЦИАЛЬНЫЕ КЛАССЫ ВЫПУКЛЫХ ФУНКЦИЙ гл. I 

7. Признак Д?-условия для дополнительной 
функции. В ряде случаев приходится изучать №М-функции 
М (&), для которых неизвестно явное выражение, а за- 
дана формула для дополнительной функции № (9). Возни- 
кает вопрос (который решался ранее при изучении других 
классов Л№-функций) о том, как по функции №(%) опреде- 
лить, удовлетворяет ли Д?-условию дополнительная функ- 
ция М (1). . 

Установим вначале одну лемму, относящуюся к произ- 
вольным /А-функциям. 

ть Ф (#) — некоторая №М-функция. В силу (1.18) функ- 
ц .. Ф(и 

ция — — монотонно возрастает при и >> 0, причем Ит 1 ) —0 
u->0 

Ф (и) 
Ц 

  

u lim 
u>o 

== 00. Поэтому функция 

| 4 
° ФС Фи) = = at 

0 
является №-функцией. 

Лемма 6.2 Ф, (и) —Ф (и). 
Доказательство. Очевидно, Ф, (#) < Ф (и). С другой 

стороны, при и >0 

ош | “Ра > ] Ра >$(5.). 

2 

Лемма доказана. 
Теорема 6.8. Для того чтобы М-функция М (и) 

удовлетворяла 2А?-условию, необходимо и достатозно, 
чтобы дополнительная к ней М-функция М (9) при боль- 
ших значениях аргумента удовлетворяла неравенству 

vo <. 99), (6.13) Vu 

где Е — некоторое число. 
Доказательство необходимости. Выполнение 

Д?-условия означает, что при больших значениях и 

М? (в) < М (Е, и).
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Отсюда вытекает, что при больших значениях аргумента 

1 (0) < ВМ" (Уч), (6.14) 

где М ' (9) — функция, обратная к М (и). 
Так как функция М(&) удовлетворяет А.-условию, то 

в силу теоремы 6.1 при больших значениях аргумента 

uM" (v) < N (kev) (6.15) 

N (v) < k,uM~* (Rgv). (6.16) 

В силу (6.16) и (6.14) 

М < м-в) < М (У №),   

и в силу (6.15) 

  № RR 
<7 М (№ У #5). (6.17) 

В силу теоремы 6 5 м N (v) удовлетворяет А,-усло- 
вию, т. е. при больших значениях аргумента 

№ (в, У в, Уз) < м М(Уч). 
Поэтому из (6.17) вытекает (6.13), где =, УЁ.. 

Доказательство достаточности. Рассмотрим 

функцию г (9) = xe) 

e |v] 

№: (0) == || г) 4 
a 

. В силу леммы 6.2 М№М-функция 

эквивалентна функции № (9). М№-функция М, (и), дополни- 
тельная к №, (9%), вычисляелся непосредственно: 

|] 

М, (и) = | 74, 
0 

где г-1(1) — функция, обратная к монотонно возрастающей 
функции г{{). М-функция М, (и) эквивалентна М№-функ- 
ции M (x).
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В силу (6.13) при больших значениях аргумента 

[r-* (a)? < r-1 (ku). 

Из этого неравенства и теоремы 6.4 вытекает, что №М-функ- 
ция М, (#) удовлетворяет Д?-условию. Значит, и М(и) удо- 
влетворяет этому условию. 

Теорема доказана. 

Заметим, что в условии (6.13) всегда Е `>1, так как 
для любой М№М-функции М№ (9) при 91 

N(Vv) № (9) 
— > —=——. 

Vo ~ U 

Функции, дополнительные к которым удовлетворяют 
Д?-условию, составляют часть класса №-функций, растущих 

медленнее, чем любая функция |9 |” (х >> 1). Более того, из 
леммы 6.1, теоремы 2.1 и теоремы 6.1 следует, что такие 
М№-функции при больших значениях аргумента удовлетворяют 
неравенству 

М (9) < шо (3>О0). 

8. Снова о суперпозициях /Л№-функций. В на- 
стоящем пункте устанавливаются некоторые свойства супер- 
позиций М, [5 (9)] №М-функций №, (9) и №. (9), дополнитель- 
ных к /Л-функциям М, (#) и М. (и), удовлетворяющим АД.-ус- 
NOBHIO. 

Докажем вначале утверждение, справедливое для произ- 
вольных /Л-функций. 

Лемма 6.3. Пусть Ф, (9) и Ф.(ч)—две М-функции. 
Тогда функция 

Фф (9) — 9 os (v) 

также является М№М-функцией. 
- Доказательство. Функция Ф (9) четна, неотрица- 

тельна и очевидным образом удовлетворяет условиям 

Ф > 0 % -> со
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В силу второго определения №-функции (см. стр. 19) до- 
статочно доказать, что Ф (9) есть выпуклая функция, т. е. 
что 

  

© (792) < У Фед (6.18) 
(у) Фо (9) Ф 

В силу (1.18) функции —" — и — при положительных 

значениях © монотонно возрастают. Поэтому монотонно воз- 
растает и функция Ф (9). Следовательно, неравенство (6.18) 
достаточно доказать для положительных 9, и %.. 

Очевидно, 

[Seed _ Prey] [Bao Pea) so, 
U4 Vo U1 Uo 

так как оба сомножителя имеют одинаковый знак. Отсюда 
следует, что 

[Ф1 (©) Е Ф, (9-)] [Фо (91) | Ф. (ч5)] <“ (91) Фо (91) ‚$1 (92) Po (2) | 
U1 + Uo V1 Uo 

и в силу выпуклости М№-функций Ф, (9) и Ф, (9) 

U-++uv —_ 2 оу U,+v 

@ (5) = ape (5) ® (54) < 
] 

< РЕ) [D, (1)  Ф, (ч.) [Ф, (©) $, (ч,)] < 

<= > | (91) Ф. (91) + ®, (Uo) Do (Uo) | 

2 Vy Uo 

  

откуда и следует (6.18). 
Лемма доказана. 
Теорема 6.9. /Густь М-функции М, (и) и М» (#) yoo- 

влетворяют Аз-условию и М, (и) 2 МЬ (и). 
Гогда 

№1 (©) М. (9) 
[9 | " 

№, [№ (°) | — Ф (9) = 

Дзо казательство. Вначале отметим, что для произ- 
вольных М№М-функций №, (9) и №. (9) справедливо соотноше- 

9 —3 №, [№ (9)]. Действительно, в силу (1.16) 

при №, (9) > о справедливо неравенство 

N, (v) < Ny [Ne (v)] 

№ (9) ’ 

ние 

5 Зак. 2810. М. А. Красносельский н Я. Б. Рутицкий
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откуда вытекает, что при этих значениях © 

Ni (0) No) — ay [№ (9). о 

Докажем теперь, что в условиях теоремы М, [ №» (°)] -3 
21 (и) №» (и) 

|u| 
_ Соотношение М, (#) 3 М, (и) означает, что при больших 
значениях аргумента 

М; (и) < М, (Ё1и), 

где к, — некоторое число, которое можно считать большим, 
чем единица. Поэтому при больших значениях аргумента 

М»` (9) < М; (5). 
Отсюда 

uMz" (0) < ВМ; (9) М, М; " (9). 
№ -функция М, (&) удовлетворяет А.-условию. Поэтому 

найдется такое №. > 1, что при больших значениях аргумента 

иМ, (и) < М, (вц). 
Из предыдущего неравенства тогда вытекает, что при боль- 
ших значениях аргумента 

М" (9) < В.М, [Мг (9) < МИВЬ М, * (9). (6.19) 
Следовательно, 

М: [9М;" (9) < В.М, (9) 

Му * (v) uM; * (v) 
> . uM; (0) М! [9М;1 (9) | < В,   (6.20) 

В силу теоремы 6.1 найдутся такие постоянные А. < 1 
и К, > 1, что при больших значениях аргумента 

М, (Ез0) < эМг' (9) < М, (Ел), 
№. (239) < uM; (9) < № (Ею). 

Из этих неравенств и (6.20) следует, что при больших 
значениях аргумента 

№: [Е3М№> (Ез9)] < ЕР — А. № Ф (Ё49).   

В N, (Rqv) No (RV) 
и
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Отсюда 

М! [№2 (Е0)] < Ф (Е-А?о). 

Таким образом, №, [№ (9)] 3 Ф (°). 
Теорема доказана. 
Теорема 6.10. Пусть М, (и) удовлетворяет А?-усло- 

вию, а Мь(и) удовлетворяет А. -уУсловию. 
Тогда справедливо утверждение теоремы 6.9: 

№1 (5) №2 (5) 
[9 | " 

№: [№ (5) — Ф (9) = 

Доказательство. Так как при больших значениях 
аргумента М, (и) > и, то при больших 9 

Mz! (0) << 52 == М? [М (9). 

М№-функция М, (и) удовлетворяет Д?-условию. Это зна- 
чит, что существует такое А, > 1, что при больших значе- 

ниях аргумента М: (и) < М, (Е1и). Поэтому при больших зна- 
чениях © 

uM; (9) < М, [2 М: (v)]. 

Это неравенство совпадает с неравенством (6.19). Из него, 
как и при доказательстве предыдущей теоремы, следует, что 
№, [ №. (©) ]-3Ф (5). Соотношение Ф (9)-3 №, [№ (°) |, как ука- 
зывалось выше, справедливо всегда. 

Теорема доказана. 
Из этой теоремы следует 
Теорема 6.11. Если №М-функции М, (и) и М, (и) удо- 

влетворяют А?-условию, то 

М: №» (0) — ММ, (©) — Ф (в). | 
Нам не известно, достаточно ли в теореме 6.11 требовать 

выполнения болёе слабого А.-условия. 
В качестве примера рассмотрим такие М№М-функции М, (9) 

и №. (9), что 

гл. uy N,(v)=vinv, ra. 4. №, (9) = че 11°. 

Функция М, (и) удовлетворяет А?-условию, а функция М» (и) — 
А.-условию, но не удовлетворяет А?-услозию.. При этом 

5%
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М, (и) 3 М, (и), так как №, (°) 3 М. (9). В силу теоремы 6.9 

М№1 (9) Мо (9) 
|v | 

NeI(N, (v)] ~ 

а в силу теоремы 6.10 

№ № М, [N2(v)] ~ т. 

Таким образом, в этом примере справедливо утверждение 
теоремы 6.11, хотя условия ее не выполнены. 

Теорема 6.11 естественно дополняется следующим утвер- 
ждением: 

Теорема 6.12. Пусть М-функции М, (№ и М. (и) 
удовлетворяют А?-условию. 

Тогда М-функции, дополнительные к М-функциям 
М, [№. (°)] # М5 [М№, (9)], также удовлетворяют А?-условию. 

Доказательство. В силу теоремы 6.11 достаточно 
рассмотреть М№М-функцию (и), дополнительную к М№-функ- 

ции Ф (9) = ^^) № ©) On ©. о 
В силу теоремы 6.8 при болыших значениях аргумента 

N N N № (Уч ©) < Rk, (Vv) a9) < kp (Vu) 

      

Vo ' Vu 
Поэтому 

Ф (9) М, (0) М, (9) №: (Уч) м. (Уч) __ Ф(Уу) 
ооо < Ve Vo = Bike Vo ’ 

откуда следует в силу той же теоремы 6.8, что (и) удо- 
влетворяет Д?-условию. 

Теорема доказана. 

$ 7. Об одном классе М№М-функций 

1. Постановка задачи. В предыдущем параграфе 
были указаны формулы для М№-функций, эквивалентных до- 
полнительным к некоторым /№-функциям М(и). При этом 
удалось рассмотреть лишь такие №-функции, которые либо 
растут быстрее любой степенной, либо растут медленнее всех 
степенных функций вида и!*е (= >> 0). К таким М№-функциям
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не относятся функции М (#), для которых 

гл. Ч. M (a) == (In w)"(InIna)® ... (Inin... Inw)', (7.1) 

где 2 > 1, Yi» Yor «++» Yn произвольные числа. 
В настоящем параграфе изучается специальный класс 

№-функций, содержащий функции с главными частями 
вида (7.1). Для функций из этого класса удается эффективно 
построить №-функции, эквивалентные дополнительным. 

Для простоты изложения мы предполагаем, что все рас- 
сматриваемые в настоящем параграфе М№-функции имеют при 
больших значениях аргумента обычные (а не правые) про- 
изводные. 

2. Класс 9%. Ниже через „„(и) обозначается функция 

  

( (и) и (7.2) 
где Ю (и) — некоторая дифференцируемая функция, а г(и) — 
ее производная. Ясно, что функция хр»(и) определена при 

тех значениях и, при которых существует г(и) и при кото- 
рых А (и) = 0. 

Очевидны простейшие свойства функции х,(и): 

Xp в, (и) == ха (и) хр (1), (7.3) 
% в, [в. (#) = *p, [Re (и) - %p, (2). (7.4) 

Обе эти формулы справедливы при тех значениях и, при 
которых имеют смысл выражения в правых частях. 

Отметим, что для любой дифференцируемой М№-функ- 
ции М(и) 

м (И) > 1. (7.5) 

Действительно, так как р(и) = М’ (и) возрастает, то 

| 2 | 

ир(и) > М(и) = | ра, 
0 

откуда и следует (7.5). 
Через 7) обозначим класс таких функций А (и), для ко- 

торых х„(и) определена при всех больших и и 

lim x, (4) = 0. (7.6) 
u-> CO
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В силу (7.3) класс УЗ вместе с каждыми двумя функ- 
циями К, (и) и К. (и) содержит их произведение А, (и) К, (и). 
Из того же свойства (7.3) следует, что 

х1 (и) = — p(t), 
R 

откуда в свою очередь следует, что класс 5Х вместе с каждой 

функцией А (и) содержит и функцию 5: 

В силу (7.4) суперпозиция Ю, [Ю.(и#)] принадлежит 5%, 

если Ю.(и) Е Ж, Па Ю. (и) = со, a lim хр (и) < со. 
и > со ис т 

Из описанных свойств класса 9% вытекает, что этому 
классу принадлежат функции 

(пи)", (п пи)",..., (пт... ши) 

(1: — любые числа). 
Пусть задано е > 0. Тогда для функции Р (#1) Е % можно 

указать такое и, что 

иг(и) 
R (и) < e (u > Шо), 

    

откуда 

хе Ш.   

Интегрируя это неравенство от и, до и, получим: 

К (и) 

  

In| R a <e ein. 

Следовательно, 
и \Е 

|8 (01< 1 (49 ()— > и. (7.7) 
Из (7.7) вытекает важное .для дальнейшего соотношение 

im TRe@l Ral == со. (7.8) 

Лемма 7.1. Пусть положительная при больших зна- 
чениях и функция Ю (и) Е.
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Тогда при любом = >0 функция шЮ(и) монотонно 

возрастает к бесконечности. 
Доказательство. Достаточно показать, что функция 

Е 

в (и) = и? (и) имеет при больших значениях и положитель- 
ную производную. Это следует из (7.6), так как 

Ми? Rw) a?r (w= a? В (и) [5 xQ(u)]. 
Лемма доказана. 
Лемма 7.2. Пусть Ю (и) такая функция из класса M, 

что функции 

ut о 1 1 “ки, сан (&В>Ь «ЕУ=!) SRW sey (®В>Ь «+3 

являются главными частями соответственно М-функций 
М (и) и М, (®). Пусть выполнено условие 

lim = 
> со R (v) 

Тогда №М-функция М, (9) эквивалентна М№М-функции М (5), 
дополнительной к М-функции М (и). 

Доказательство. Рассмотрим функции 

ра (ш) = ит (и), 4) = [Ты] - 
Эти функции в силу леммы 7.1 при больших значениях и, UV 
монотонно возрастают к бесконечности. Поэтому каждую 
из них можно рассматривать как главную часть произ- 
водных некоторых М№-функций М. (#) и М: (9). 

Непосредственный подсчет показывает, что при больших и 

—b>0. (7.9) 

Pp(4) __ i 41 (9) _ | _В—1. 
pay iter) Got! в *n (4), 

где р(и) = М’ (и), 4, (9) = М (°). Из последних равенств и 
(7.6) следует, что 

lim P (4) = lim 91 ©) 
и>со Ре (И) > со @3 (9) 
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Поэтому в силу леммы 3.2 

  

М (и) — М. (и), М, (9) — М: (5). (7.10) 

Так как 
R i 

pio tal), 
то в силу (7.9) 

Ро [4з (%)] —6`> 0, lim 
9 >» со 

и из теорем 3.4 и 3.2 следует, что 

М» (#) — Мз (и), — М. (9) — Мз (5), (7.11) 

где М. (и) и № (9) — М-функции, дополнительные соответ- 
ственно к №: (9) и М. (&). 

Из (7.10) и (7.11) следует, что М (и) — М. (и). Значит, 
N (v)~ №: (“). Отсюда, снова в силу (7.10), 

N (v) ~ N, (a). 

Лемма доказана. 
3. Класс %. Через Ж обозначим класс таких функ- 

ций (и), которые при больших значениях аргумента непре- 
рывны, неотрицательны и удовлетворяют условиям 

‚Л Ш --5 (1)] __ и > — const > 0 (7.12) 

при 

вт 2 4—1. (7.13) 
4 —> со 

Примерами функций из класса У) могут служить функ- 
ции [#| при любом 1, п|и| ит. п. Для первой из них 

tim LFF) jim fi 22 = +ay > 0, 
и-—> со Г (и) % > со 

для второй 

[ 6 (1). 

Ш 8 (и) | Ш vel 
veo FO ae |"
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Вместе с каждой функцией /(и) в класс % входит и функ- 

ЦИЯ т’ вместе с двумя функциями f/f, (и) и Г. (и) в класс KF 

входит и их произведение ], (и) [о (и); если Ит о (и) = со, 
u-> со 

то вместе с функциями [, (#) и (и) в класс Х входит и су- 

перпозиция /1 [№ (и). 
В доказательстве нуждается только последнее утверждение. 

Пусть функция 6(и) удовлетворяет условию (7.13) и 

folu--d(u)) _ 
м 17% lim 

U>c 

Тогда функция 6, (©), определенная равенством 

64 [75 (и) = fo [u-+ 6 (u)] — f, (x), 

удовлетворяет условию 

: 91 (9) ‚611 (#)] __ __ __ 

a v т Л (и) —=T l> I, 

откуда 
на 20-8 2} у А Ы 4} 
uro  Silfo(2)] и > о Ла [Ла (и)] 

ин 2-Е 84 (9)] = lim Я @) = const > 0. 

Значит, f, [fo(z)] € 0. 
Из описанных свойств класса 3% вытекает, что ему 

принадлежит функция 

f(v) =a" (Ina)? (In Ina)? ... (Inin... Ina)’, (7.14) 

рассматриваемая при больших значениях аргумента. В этой 
формуле 1; — произвольные числа. 

Лемма 7.3. Монотонные при больших значениях и 
функции }(и) из класса % обладают свойством 

НУ 0. (7.15) 
#-—> со 

Доказательство. Рассмотрим вначале случай возра- 
стающей функции ]/(и).. Из (7.12), если положить в этом 
условии 6(и)== и, вытекает, что при и, больших некоторого 

и, > 0: 

f(2u) < Rf (2),
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n 
где к — некоторое положительное число. Пусть 2 ш«их 

+ 
< 2”"\щ. Тогда 

f(a) < fF (QP uy) < RE (Uy) < Rf (uo) 2 P< Rf (Uy ›(= и) 

Следовательно, 

In f (4) < In[Af (up) to **| + In, 2 
откуда и вытекает (7.15). 

Пусть теперь функция f(z) монотонно убывает. Тогда 

функция /, (и) = т, также принадлежащая классу %, мо- 
=. 

нотонно возрастает. Из уже доказанного утверждения для 
монотонно возрастающих функций следует, что 

44 > со %4-> со 

Лемма доказана. 
Заметим, что функция (7.14) при больших значениях и, 

как это нетрудно проверить, монотонна. 
Лемма 7.4. Пусть функция Ю(Ш/ЕЭХ и представима 

в виде Ю (и) = (пи), где (и) ЕХ. Тогда при «>! 
«—1 

R 

sim. xl | 
Доказательство. Пусть 8 (#) = (a— 2)u—(a— 1) X 

х ш Л (и). В силу предыдущей леммы 

(1, 

= const > 0.   

lim —— 
4 > со 

Так как 
© &—1 

Rl lee } Пе inv @— Him) — 
R (v) Ff (inv) 

— f [inv + &(In v)] 

f (In v) 

a~l 

к [у } | . Ю (9) на Л [9-8 (и)] __ an Rw) = и Fm = const > 0. 

Лемма доказана. 

    

  

TO 
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4. Теорема о дополнительной функции. 
Теорема 7.1. Пусть КЮ (и) принадлежит классу 5% 

и представима в виде -К (и) = У(т и), где }(и) — монотон- 
ная функция из класса Nt. Пусть задана такая М-функ- 
ция М (и), что 

гл. ч. М и) ==Ю(и) (@>1. 

ов 
Пусть, наконец, функция Zk Ri В (о Vv) (+7 1 является 

главной частью некоторой №-функции М, ©). 
Тогда 

N (v) ~ М, (9). (7.16) 

Доказательство. Из леммы 7.4 следует, что выпол- 
нено условие (7.9). Из леммы 7.2 следует (7.16). 

Теорема доказана. 
Вернемся к рассмотрению ЛМ-функции М (и), указанной 

в начале пераграфа: 

гл. Ч. M (a) = = (inw)" (In in ay? ...(Inin... ina)’ 7.1) 

(a >1, 1: произвольные числа). Эту функцию можно 
представить в виде 

| ГЛ. Ч. М(и) == (пи), 

где f(z) определена формулой (7.14). Таким образом, функ- 
ция М (и) удовлетворяет условиям теоремы 7. 1. Положим 

гл. ч. №; (9) = 5 [п 9) "(шшо)-й... (шт... шо) в" 

(2 +1=1). (7.17) 

Из теоремы 7.1 вытекает 
Теорема 7.2. №М-функция М, (9) с главной частью (7.17) 

эквивалентна дополнительной к М-функции М (и) с глав- 
ной частью (7.1).



ГЛАВА П 

ПРОСТРАНСТВА ОРЛИЧА 

$ 8. Классы Орлича 

1. Определение. Далее во всей книге через С обо- 
значается ограниченное замкнутое множество конечномерного 
эвклидова пространства, на котором рассматривается обычная 
лебегова мера. Отметим, что большинство приводимых ниже 
утверждений и построений сохраняют силу и для случая, 
когда рассматривается абстрактное множество с конечной 
непрерывной мерой (под непрерывностью меры мы понимаем 
существование у каждого множества подмножества половинной 
меры). 

Пусть М (#) — некоторая №-функция. Через Ём (С@) будем 
обозначать класс таких вещественных определенных Ha G 
функций #(х), для которых 

р (и; М) = [м (%)14х < со. 

G 

При этом функции, отличающиеся лишь на множестве нулевой 
меры, не различаются. Обозначение р(и; М) часто исполь- 
зуется в дальнейшем. 

Классы [м (@) называют классами Орлича. Там, где это 
не может вызвать недоразумений, мы будем писать Ly 
вместо Ём (О). 

Классу [м принадлежат все ограниченные функции, но 
не все суммируемые. Нетрудно видеть, что каждая функция 
из класса [м суммируема. 

Отметим, что каждая суммируемая на С функция и (х) 
иринадлежит некоторому классу Орлича. Для доказа-
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тельства этого утверждения рассмотрим множества С@„ = 
—=@{п—1< |1 (х)| <п}. Очевидно, 

У» mes 0, < [и (5) |4х -—- тез @ < с®. 

n=1 G 

Как известно, можно построить такую неограниченно 

возрастающую последовательность “„, что и 

Уа птез G, << oo. (8.1) 

Положим mm 

t, если О<ЁХ 1, 

p= OG, ecm nct<cn+t+l (n= 1, 2,...). 

Функция р(Ё). обладает всеми свойствами, необходимыми для 
того, чтобы 

. \щ 
M(u)= [ p(t)at 

0 

была М№-функцией. Так как 

М (п) = [р «ап, 
0 

то в силу (8.1 

со со 

f Mec ах = У, [ М [4 (х]ах< », М (п) тез Сб, < 
G n=1Gn n= 

< Ус, пез в, < со. 

n=1 

Значит, и(х)Е Гм. 
Доказанное утверждение означает, что пространство L 

суммируемых на С функций есть объединение всех классов 
Орлича. 

Ниже будет использовано более сильное утверждение. 
Оказывается, что для каждой с уммируемой функции и(х) 

—
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может быть указана такая №-функция О (и), удовлетворяющая 
Д’-условию, что 

Гао шо} ах < со. 

а 
Как уже было показано, существует такая М№-функ- 

ция М (#), что 

[м [# (х] ах < ow. 

G 
Функцию M (uz) можно представить в виде суперпози- 
ции М (1) = 0, (9. (&)]. Рассмотрим М№М-функцию Р(9) = 

= 2 OFM 1, где Р! (“) и Р. (9) — М-функции, дополни- 
тельные к (,(и) и 0О.(и). Функция Р(9) удовлетворяет 
Д?-условию, причем Р, (9) < Р\(ч), Р. (9) < Р (°) при больших 
значениях 9. В силу теоремы 6.6 дополнительная к Р (9) 
М№-функция @(и) удовлетворяет А’-условию и при больших 

значениях аргумента в силу теоремы 2.1 О(и) < Q, (4), 

© (и) < © (и). Поэтому 
fe (Qtu (ey) ax < at f Q (Qe (#)]} dx < on. 
G G 

2. Интегральное неравенство Иенсена. Пусть 
и(х)ЕЁм, тогда имеет место неравенство 

J: (x) dx f M [u(x)] dx 
- < G 

mes G № mes G , (8.2) 
М 

которое мы будем называть интегральным неравенством 
Иенсена. Отметим, что неравенством Иенсена часто называют 
более общее соотношение (см., например, [12], стр. 73). 

Рассмотрим вначале случай непрерывной функции и(Х). 
Пусть задано произвольное = >> 0. Множество @ можно раз- 

  

    

  

    

бить на п таких частей С’, что тез С; = = Ч (i=1,2,...,2), 
° п 

ья 1 м (До) м Pra <e, 
G $=1 

M [u (x)] dx n 

M [u (x;)| 
mesG. — У. n |< ь, 

i=l
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где х;— некоторые точки множества С;. Из указанных не- 

равенств и (1.3) следует 

| u (x) dx n , УМ [а (<2] 

Mesa <M (3 «cg He Ht yed 
$=1 

Гм] ах 

6 + 9s.   
< mes G 

Так как = произвольно, то имеет место неравенство (8.2). 
Для случая произвольной функции из Ём неравенство (8.2) 

получается предельным переходом из этого же неравенства 
для непрерывных функций. 

3. Сравнение классов. Классы Орлича Ly, u Ём, 
определенные различными №-функциями М, (и) и М. (и), 
вообще говоря, различны. 

Теорема 8.1 Включение 

Ly,c Lu, (8.3) 

имеет место в том и только том случае, если суще- 

ствуют такие положительные постоянные и ца, что 

М» (и) < аМ, (и) (и > и). (8.4) 

Доказательство. Достаточность условия (8.4) оче- 
видна: для любой функции и (х)Е Ly, 

p(w; Мг) = | Мыши (крах < 
а 

< M, (uo) mes G +a f M, [u(x)] dx < 00. 
G 

Допустим, что условие (8.4) не выполнено. Тогда най- 
дется такая неограниченно возрастающая последовательность 
чисел и„, что 

My (tty) > 2" My (up) (n= 1, 2, «.). (8.5) 

Разобьем множество С на такие непересекающиеся ча- 
сти Си, что 

__ M, (a1) mes G __ 
mes Gn = on Ms (un) (n=l, 2, ...),
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и положим 
(u, при ХЕС,, 

О при хЕ[] С». . 
n=1 

и(х) = 

Функция и (х) С Гм,, так как 

co 

Гм, [и (ху ах = У [м, [и (х)] ах = Yams, 

G n= 1Gn 

-> М1 (ил) тез С м mes Ge 

но и(х)Е[м,, так как в силу (8.5) 

Гм, шах = у [ини M, (u,) mes G, > 

а n=14y 

> Ум, (и) тез G = oo. 

n=1 

Теорема доказана, 
Из этой теоремы вытекает, что две функции М, (и) и 

М. (и) определяют один и тот же класс Орлича тогда и только 
тогда, когда существуют такие положительные постоянные а, 

би и, что 

аМ» (и) < М, (и) < ВМ» (и) (изо). (8.6) 

4. О структуре класса Орлича. Из неравенства 
Иенсена (1.2) вытекает, что класс Орлича Ёми является вы- 
пуклым множеством: вместе с каждыми двумя функциями UW, (x) 
и {›(х) класс [м содержит полностью весь «отрезок» и, (х) = 
— аи. (хх) (1— а) и>(х) (0 << |). Действительно, если 

и: (х), и (х)ЕЁм, то 

р(и,; М) == f Mlaw, (x) + (1 —a) u,(x)] dx < 
G 

<ap(4,; M)-+-(1 —a)p(u,; M)< oo.
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Теорема 8.2. Класс Ём является линейным множе- 
ством тогда и только тогда, когда М-функция М (и) 
удовлетворяет Д.- условию. 

Доказательство. Пусть М№М-функция М(и) удовле- 
творяет Д»-условию. Тогда для любого [ существуют такие 
постоянные А(Г) и их, что 

М (Ш) < *(0М(и) (UD u). 

В силу теоремы 8.1 из последнего неравенства вытекает, что 
вместе с каждой функцией и(х) классу Ly принадлежит 
и функция 4 (Хх). 

Пусть и,(х), и›(х)ЕЁм. Тогда в силу уже доказанного 
и неравенства (1.1) 8 

f Mau, (2) + Bite (XN dx < 
G , 

<4 f Mpa, (eye +t fi a (21, (x)] dx < 00 
а а . 

при любых о, В. 
Достаточность условия теоремы доказана. 
Пусть теперь Ly является линейным множеством. Это, 

в частности, означает, что 2и(х) принадлежит Ём вместе 
c u(x), T. e. что ГисЁи, где через М, (и) обозначена 
№ -функция М (2и). В силу теоремы 8.1 из последнего заклю- 
чения следует существование таких постоянных 4 и цу, что. 

М, (= М (2) <аМ(и  и>щ. 
Теорема доказана. 
Рассмотрим подробнее случай, когда М№-функция "М (и) 

не удовлетворяет Д»-условию. Пусть и (х) Е Ём. «Лучом», про- 
ходящим через #(х), назовем совокупность функций и; (х) = 

—8и (х) (0 < Вх оо). Если функция и(х) ограничена, то 
ясно, что весь «луч» и: (х) принадлежит Ём. В силу теоремы 8.2: 
имеются и такие функции, для которых часть «луча» при- 
надлежит [м, но весь «луч» этому классу не принадлежит. 

Обозначим через В, такое число, что Зи (х)Е Гм npu 8 < By 

и Ви (х)ЕГм при В > Вь. Возникает вопрос о том, принад- 
лежит ли классу [м функция В, и(х). Оказывается, что воз- 
можны оба случая. 

6 Зак. 2810. М. А. Красносельский и Я. Б. Рутицкий
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- Пусть М-функция °М(и) не удовлетворяет Д.,-условию. 
Тогда ‘можно указать такую монотонно возрастающую по- 
следовательность чисел из (п—=1, 2,...), стремящуюся 
к бесконечности, что М (и) >Ти 

м [ (1%) и,| > 2"М(и)  (и=1,2,...). (84) 

Пусть С„— такие непересекающиеся подмножества С, что 

mes G 

2" М (из) 
Определим функцию и,(х) равенствами 

| Un, если ХЕСЦ, (п=1, 2, ...), 

u,(x) = | 

mes G, = (n=1, 2,...). (8.8) 

со 

0, если хЕШ Gy. 
n=1 

Функция и,(х) принадлежит См, так как 

р (и; м— мы. (+)] a) fmt, (x)| dx = 
n=1Gy, 

= Ум (u,,) mes („< со. 
n=l 

В силу (1.17). функции Ви, (x) при В< |1 также принадлежат 
Ги. Покажем, что Ви,(х) при В >> 1 не принадлежит Ём. 

Действительно, при ities в силу (8.7) и (8.8) 

Гм ви, серая — М Вин] тез Gy, > 
Gi | | 

7 - - > М [(1 +=) | mes, On > mes G, 

откуда  - : _ 

с рва, ги | ми. сом» = Sf mipu,eoyae> 
| | 

n= 1G, 

. : >> уме и. (*)] dx = 00 .. 

1+ <в бп
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Теперь построим такую ‘функцию #“(х), что Ви*(х) ЕЁи 

при 3$ < 1, но Ви" (х)ЕГы при В>.1. Для этого положим 

(1+-=) an ecu xECGy (n=1, 2,...), 

u* (x)= _ © 
` 0, если ХЕ Ua, 

n=1 

В силу (8.7) и (8.8) при В >. 

р (Ви; м = J MIB! $ Гм (x)] dx > 
n=1G), 

M [( + a) и mes G, > у 2" М (и) тез Си = со. 
n=l 

h
y
)
 8 

2 

И =
 

n 

Если же В < 1, то при B(1+=) < 1 

J M (Bu" (x)I «= М9 (1 + = ив] тез @, < — , 
Cn 

откуда 

р (Ви*; М) = Г M [Bu*(x)) dx = 
G i

M
e
 

JM [Bu*(x)| dx < оо. 

$ 9. Пространство Lm 

1. Норма по Орличу. Пусть М (#) и М (9) — взаимно 

дополнительные друг к другу М-функции. Через Lu(G) будем 
обозначать совокупность функций w(x), удовлетворяющих 
условию 

(и, 9) = | #(х)э(х) ах < са 

G 

при всех 9(х)ЕЁм. При этом функции, отличающиеся лишь 
на множестве нулевой меры, как и при определении классов 
Орлича, не различаются. Там, где это не может вызвать не- 

доразумений, мы будем писать Ги вместо Ём (G). 

6*
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* 

Из определения следует, что [м есть линейное множе- 
ство. 

В силу неравенства Юнга (2.6) для каждой пары функ- 

ций и(х)Е Гм, 9(х) Е [и 

(4, v) = f[ u(x)u(x)dx <p(u; M)+p(u; N), (9.1) 
G 

откуда следует, что LucLy. 

Теорема 9.1 Пусть и (х) Е Ги. Гогда 

sup |(и, 9)| = Sup «до сдах < oo. 
р G 

р (9; М) <! (9; №)<1 

  

  

Доказательство. Допустим, что утверждение теоремы 

неверно, Тогда можно указать такую функцию щ(х)Е [и 
и такую последовательность функций © (х) Е Ём, р (©; №) < 
< 1, что 

шо) в, (ах > 2" (n—=1, 2,...). (9.2) 
G 

Без ограничения общности можно считать, что все эти функ- 
ции положительны. 

Рассмотрим возрастающую последовательность функций 

=. (х) = У, 
k=1 

Легко видеть, что в силу выпуклости М№-функции N (v) 

| 
ok Un (*) (n= 1, 2, ...). 

р(е; №) < Ур(в №) < 1, 
Е=1 

и при этом в силу {9.2) 

[ 40(*) Bn (х) ах 2п (n=1,2,...). (9.3) 
а
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Монотонная последовательность функций 2„(х) почти 

везде на G сходится к функции 

== Ут. 
k=1 

Так как последовательность функций N [g,,(x«)] Tak2xke MOHO- 
TOHHO возрастает, то, переходя в неравенстве - 

Гм, дах < 1 
а 

к пределу при п» со, получим в силу теоремы Леви *), что 

Г №М[е(хЛах = lim Г № [в (ХЛ ах < 1. 
с >< с 

Таким образом, функция &5(х) < Ly. 

Монотонная последовательность суммируемых функций 
и (х) 2 (Хх) (n= 1, 2, ...) почти везде сходится к функции 
и, (х) =(Х). Поэтому в силу той же теоремы Леви и (9.3) 

Г (x) g(x) dx = lim f Uy (X) Ln (x) dx = со. 
G ">в 

Это противоречит тому, что #5 (х)Е Гу. 

Теорема доказана. = 
Доказанное утверждение позволяет ввести в множестве 

* 

Ly норму Орлича при помощи следующего равенства: 

1“ и= sup | (9.4) 
p(v; N)<1 

f u(x) v(x) dx 
G 

  

  
  

*) Теорема Леви (см. [38] ). Если монотонно возрастаю- 
щая последовательность измеримых функций $1 (х), Ф.(х),... 
почти везде на @ сходится к функции $ (х), то 

lim Г фи (х) ах = Г ф (х) ах. 
NO G
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Из определения вытекает, что норма (9.4) удовлетво- 
ряет обычным аксиомам: 

1) |#|х==0 тогда и только тогда, когда и(х)=0 

почти везде; 

2) |) | ap =o 1M 2 ll ae 
3) прин Ul 42 ll ar 

Таким образом, множество [у становится линейным нор- 

мированным пространством, которое называют простран- 
ством Орлича. 

Отметим еще одно очевидное свойство нормы. Если 
и: (х), и› (х) Е Гу и почти везде на @ |и,(х)| < | и» (х)|, то 

lal ae < [> м 
В качестве примера рассмотрим случай пространства [Гли, 

определенного №-функцией М (и) = jel" («> 1). Допол- 

|8 
нительной к ней будет №-функция М (9) = | г (= += = 1) . 

  

Пусть вначале и, (х)Е Гу и 
1 

11. (Лебогах) —=1. (9.5) 
` G 

В силу известного неравенства Гёльдера для любой функ- 
ции © (х) Е Су, удовлетворяющей условию р (9; №) < 1, имеем: 

    

a + 1 
[4.6999 ах <( eax) fle р ax) < BB, 

G а G 

так что , 

lille SUP J u,(x)v(x)dx| <p . (9.6) 
  

  

1 

С другой стороны, для функции 95(х) = BB lu, (ху ‘еп u, (x), 

удовлетворяющей условию р (9; №) =1, 

1 
fe) vo (e)ax =F fla (x) tax pF. 

а G
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Отсюда и из (9.6) следует, что 

  

1 

la Ml ap = pF ° 

Пусть теперь и(х) — произвольная функция из Гу. Лля 

функции 4, (4) =? выполнено условие (9.5). Поэтому 

1 1 

ally =8°( flaw а". (9.7) 
G 

Таким образом, норма, определенная в пространстве /*, 

по Орличу, отличается от обычной нормы в пространстве L* 
постоянным множителем. 

2. Полнота, 
Теорема 9.2. Пространство Орлича полно. 
Доказательство. Пусть последовательность функ- 

ций и, (Х) Е Гу (п=1,2, ,..) сходится в себе, т, е. 

lim = || 4, — 4|| 7 = 9. (9.8) 
п, Т -> со 

Это означает, что для любой функции 9(х)ЕЁу, удовле- 
творяющей условию р (9; №) < 1, 

lim — f [4_(*x)— am (x)||0 (x) | dx = 0. 
а п, т > с 

Из последнего соотношения следует, что последователь- 
ность и„(х) (п =1,2,...) сходится по мере. Тогда из нее 
можно выделить подпоследовательность из, (х) (Е =1,2, ...), 

сходящуюся почти везде к некоторой функции и (х). 
Пусть задано произвольное = >0. В силу (9.8) можно 

указать такое А (=), что при всех А, Е-р > Е(ё) 

fl ng tm оба < 

для всех 9(х)ЕЁ», удовлетворяющих условию р (9; №) < 1. 

Переходя в последнем неравенстве к пределу при р-> со
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в силу теоремы Фату *) получим: 

Гл сд иь, о С 14х «а 
а 

для всех 9(х)Е Гу, удовлетворяющих условию р (9; №) < 1 

Из этого неравенства вытекает, во-первых, что #5, (х)— 
— Un, (*) E Lip Следовательно, и #(х)Е Гу. Во-вторых, из 

него следует, что 

| молим, < © м 

т. е. что подпоследовательность и, (x) (k=1,2,...) 

сходится к и,(х) по норме. Так как Un (x) (k=1, 2, ...) 

есть подпоследовательность сходящейся в себе последователь- 
ности, то и вся последовательность и„(х) (п =1,2,...) 
сходится к функции 1 (Х). 

Теорема доказана. 
Таким образом, пространство Орлича является банаховым 

пространством. = 
3. Норма характеристической функции. Харак- 

теристическую функцию множества $ будем обозначать 
через х(х; 8). 

Пусть 9(х)— такая функция из Гу, что р(9; №) <! 

Тогда по интегральному неравенству Иенсена (8.2) 

] 1 
“(mse J 2 4х) ть ‘тез 8, Л N [u(x)|dx< mes & ’ 

& 

откуда 

  

пез $ 
[ow dx <mes &№-* (ев) (9.9) 

5 

где № —1 (и) — функция, обратная к М (9). 
  

*) Теорема Фату (см. [33]). Если последовательность 
измеримых и неотрицательных функций $1 (х), Фо (х), ... почти 
везде на С сходится к функции $ (х), то 

[ах < р | [дах]. 
$ а
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Для функции 95(%) = № 7 (ase ) х(х;65), удовлетворяю- 

шей условию р (9%; №) = 1, 

/ Uy (x) dx = тез вм Е (9.10) 

По определению нормы 

х(х; 6)|| „= sup 
a фр (9; №) <1 

  

fxs 8) u(x) dx 
G 

Гэфах 
5 

откуда в силу (9.9) и (9.10) получаем формулу для нормы 
характеристической функции 

||* (х; 8) ||, = mes ( ). (9.11) 
mes § 

    

== sup 
р (5; №) < 1     

  

4. Неравенство Гёльдера. Класс Гу, как уже 

отмечалось, содержится в пространстве [,. При этом в силу 

(9.1) для каждой функции и (х) Е Ру | 

|(ш, 9) |< р(и; М1. = (9.12) и = Su 

Ia tp Mh <1 

Лемма 9.1. Пусть p(u) — правая производная М-функ- 

ции М(и). Пусть и(х)ЕТи и |и|и<!1. Тогда функ- 

ция %(х)= р(|и(х)|) принадлежит Ех ир(®; №) < 1. 
Доказательство. Докажем прежде всего, что для 

любой функции 9 (х)Е Су, 

  

  

[1 |, если p(v; №) <1, 
Десдосдая < | миро №), если (о; № > 1. 

(9.13) 
Первое из неравенств (9.13) очевидно. Для получения 

второго заметим, что при р(9; №) >Т из (1.17) вытекает, 
что 

о (х) N [v(~)] 
мым |< р (9;№) '
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так что 

    1 
| Зем [ мюбдая=а. 

а 

Поэтому 

  

х| <, 
uv (x) jr u(x) 2 

откуда и следует второе неравенство (9.13). 
Пусть |и||и<1. Положим 

    

u(x), ecm |и(х)|<п 

tn (2) = 0, если |и(х)|`п. 

Так как функции и„(х) ограничены, то р(|и„(х)|)Е Гу. 

Допустим, что утверждение леммы не выполняется. Тогда 
можно указать такое пу, что 

м [р (и, 69 [ах > 1. 

В силу (2.7) 

N [P([4n,())] <M [4n, oO] NP (| 40, |) = 
= | 4n,(*)| P (| 4n,(*)|)- 

Интегрируя это неравенство и используя (9.13), получим: 

PN [P([4n, [4 < [и [р (1,9) |) ах < 

                       

что противоречит неравенству | ит, (< 1“|ы<! 

Лемма доказана. 
Лемма 9.2. Пусть |#|и<!1. Тогда и (х)Е Гу и 

р (и; М) < им. (9.14)
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Доказательство. Положим vol#) = p(14(*))) sign a(x). 
В силу леммы 9.1 р(9%5; №) < 1. Так как в силу (2.7) 

и (х) 5, (х) = M [4 (x)] +-N [v9 (%)], 
TO 

у мы (х] ах < <] мы (х] ах- мо ах = 

— бд ах < ll | м 
с . 

Лемма доказана. 

Из этой леммы непосредственно следует важное неравен- 

CTBO 

J" (ite) 4 х<1. (9.15) 

Теорема 9.3. Для любой пары функций и(х)Е Гу, 

9 (х) Е Гу справедливо неравенство 

Г:сдо ах Зы (9.16) 
а 

    

Доказательство. В силу (9.15) 

(тет; v)= Гм [тот jer. 
G 

(*) 4 
| Г (x) Tia? 

откуда следует (9.16). 
Теорема доказана. 
Неравенство (9.16) будем называть неравенством Гёль- 

дера. 
5. Случай Д.-условия. Из неравенства (9.15) сле- 

дует, что пространство Орлича Г, является линейной оболоч- 
кой класса [/. При этом в силу теоремы 8.2 [Г является 

правильной частью Ёу, если М№М-функция М(и) не удовле- 

творяет Д,-условию. В силу этой же теоремы СЁ, совпадает 

с Су, если М(и) удовлетворяет Д,-условию. 

Поэтому 

  

х| <“, 

 



92 ПРОСТРАНСТВА ОРЛИЧА [гл. п 

6. Сходимость в среднем. Говорят, что последо- 
вательность функций и„(х)ЕГу (п=1,2,...) сходится 

в среднем к функции и (х)Е Гл, если 

lim [м E (x) — Uy (x)| dx = 0. 
n>oo а 

Из неравенства (9.14) следует, что каждая сходящаяся 
по норме Гу к некоторой функции 4 (х) последовательность 

и, (х) (п=1,2,...) сходится также к этой функции # (х) 
и в среднем. Обратное утверждение, вообще говоря, неверно, 
Действительно, пусть М№-функция. М (и) не удовлетворяет 
Д.-условию. Тогда существует такая монотонная неогра- 
ниченно ne последовательность чисел Uy, TO 

М (и) >——~ M(tn) (n=1,2,...). 
mes “a 

При этом можно считать, что M(u,)>1. Tloctpoum для 

каждого п систему непересекающихся множеств GP = @ 
(k=1, 2,..., п), для которых 

тез 9%) = = ево k=1, 2,..., n), n 2 M (up) 
и положим 

и, если ХЕ О  (=1 2 ‚ п) 

(x)= 4 п 
" 0, если x 0 

Тогда 
п 

[Munnar У, [М шь ах = 
_Е=1 вп) 

i
m
 

= У, М (и,) тез Gat aC 
k=1 

lim {M[u,(x)]=0, tim J [#„ (х)]
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откуда следует, что последовательность и„(х) (п =1, 2, ...) 
сходится в среднем к нулю. Если бы эта последовательность 
сходилась к нулю и по норме, то в силу (9.14) выполнялось 
бы неравенство 

lim f M [2u,(x)| dx < lim |]2u,|] "= 0, 
п со G п со 

в то время как 
п 

Гм ош, (хлах= У [Ми (ха = 
а k=1 (п ai”) 

п 

==: У M (2u,) mes GY” > 1. 
k=1 

Полученное противоречие показывает, что последователь- 
ность #„(х) (п=1, 2,...) не сходится по норме. 

Теорема 9.4. Пусть М-функция М (и) удовлетворяет 
Д.-условию. . 

Тогда сходимость по норме эквивалентна сходимости 
в среднем. 

Доказательство. В доказательстве нуждается лишь 
тот факт, что из сходимости в среднем следует сходимость 
по норме. 

Пусть и (х) Е Ги=[и(в=0, 1,...) и 

п-> со 

lim f М (а, (х) — шо («4х =0. (9.17) 
а 

Пусть задано произвольное = > 0. Пусть = < с. 

  

Так как №-функция М (и) удовлетворяет Д»-условию, то 
из (9.17) вытекает, что 

lim f M [24 (a, (x) — uy (x) )] dx = 0. 

G - n> oo 

Пусть по, — такое натуральное число, что при n> по 

f M12 (ey (2) — p(x) dx <1. 
а
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Тогда в силу (9.12) при п> п, 

| 2* (4n — шо) [м < р (28 (и, — Mp); M)-+1 < 2, 

откуда следует 
1 

ll “n — во] м < peat < в. 

Таким образом, последовательность и„(х) (п =1, 2,...) 
сходится к #,(х) по норме. 

Теорема доказана. 
Отметим, что в смысле сходимости в среднем множество 

ограниченных функций всюду плотно в классе Ёы, т. е. для 
каждой функции и(х) @ Ги можно построить такую после- 
довательность ограниченных функций и„(х), что 

lim ]м [un (x) —u(x)] dx =0. 
п > oo 

Функции и„(х) можно, например, определить равенством 

n(x) = | 
u(x), ecm |u(x)|<n 

0, если |[u(x)| >n. 

Из неравенства (9.12) вытекает, что всякое множество 
функций < Ёмы, ограниченное в среднем, т. е. удовлетво- 
ряющее условию 

Г мшодах<а (WX) EM, 
а ` . 

будет также ограниченным и по норме 

ии (ЕЛ), 

где b=b(a) зависит только от постоянной а. Обратное 
утверждение, вообще говоря, неверно хотя бы’ уже потому, 
что не всякая функция из Lu принадлежит Ly. 

Однако если №-функция М (и) удовлетворяет А.-условию, 
то справедливо утверждёние: всякое ограниченное по норме 

множество % < Ги — [м будет также ограниченным и 
в среднем. Пусть, действительно, ||и|| х < @ длявсех и(х) Е Ж.
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Так как М(и) удовлетворяет А,-условию, то существуют 

такие постоянные А и ис, что 

М (ви) <ЕМ(и) (иги). 

Тогда при всех и 

М (а) < М (аи) -- kM (и). 

Из этого неравенства и (9. 15) вытекает, что 

мых < M (au,) mes G-+-k jm [269 [4х < 

< М(ащ) тез G+k= b(a), 

что и требовалось доказать. 

7. Норма Люксембурга. Множество Гы можно 
превратить в банахово пространство и при помощи норм, 
отличных от той, которая была введена выше. 

Рассмотрим одну из таких норм, подробно изученную 
Люксембургом [32]. Пусть 

[шо = НА, = (9.18) 
где infimum берется по всем таким А > 0, что 

= м] 4х < 1. (9.19) 

Из неравенства (9.15) следует, что для каждой функции 

и (х) Е Ем справедливо неравенство , 

[1 | сво < [Ml ae. | (9.20) 

Отметим, что в (9.18) шНшит достигается для тех функ- 
ций #(х), для которых |и||(и) >0. Это следует из неравен- 
ства (9.19), в котором (в силу теоремы Фату) можно перейти 
к пределу при А, стремящемся справа к ||и|| и. Таким обра- 

30ом, имеет место неравенство 

и и (х) ` 
—® — М 1. . 1 

. G : ` 

Нетрудно видеть, что в (9.21) имеет место знак равен- 
ства, если М№М-функция М(2) удовлетворяет Д,-условию. 
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Если же это условие не выполнено, то могут быть указаны такие 

функции, для которых (ет ; M)< 1. Нетрудно также 
На (м 

видеть, что всегда из равенства. 

] М 2) Cl ax —1 (9.22) 

следует, что №, — ||# |. 

Покажем, что норма ||и || и) удовлетворяет обычным аксио- 

мам. 
1. Неравенство (9.19) удовлетворяется при любых А тогда 

и только тогда, когда и(х)=0 почти везде. Поэтому 
lll ary = — 0 тогда и только тогда, когда и (х) ='0 почти везде. 

2. Равенство [ай м) ==|@а] [4 м) следует из очевидных 
соотношений 

loll ny = Ио В=[а| . inf = аи. 

Ка; <: м 
3. Неравенство треугольника 

||“. -- и? || м) < [1% | м + | “allan 

очевидно, если норма одной из функций и, (х), и›(х) равна 
нулю. Если ||и!| м) >О0и [12| Ни) 20, то в силу (1.2) 

ity (x) ++ 42 (4) |< Иа cary м| uy (x) 
ail cary) Fell cy 241 cary tell cary ll 2111 cary 

Hl Il cary M | Up, (x) 
[1911 (М) + || Zell (M) [| Шо || (М) 

и в силу (9.21) 

ity (X) -F Ua (x) 
i” | 24 ll cary TF Mell cary Jax< I, 

откуда и следует неравенство треугольника. 
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В качестве примера найдем ||x(x; ©) Il cary характеристиче- 

ской функции множества $6 О. Если тез & -2 0, то 

||* (х; 6) | м) — ! 

М" (пез). 

[ M | x(x в м-*(—1 5) 4х —1. 

Теорема 9.5. Единичный шар пространства Гу по 
норме ||и || (м) совпадает. со ‚множеством функций и(х) Е Ly, 

для которых р(и; М) <\1. ‘Более того, из 1% м) < 1 
вытекает р(и; М) < |и| м), а из LU cary > 1 вытекает 

p (4; М) > |l4ll an - 
Доказательство. Пусть || и) <1. Тогда в силу 

(1.17) и a 

п мае | ef] ore 
G 

(9.23) 
  

так как 

  

  

т. е. р(и; М) < им). Если же |и| м) > 1, To B cuay (1.17) 
при всех достаточно малых =>0 ‘ 

_—_____ a(x) lan = ма» > > {Taian ==] > 1, 

откуда, в силу произвольности в, р(и; М) > |и 

Теорема доказана. 
Покажем, что нормы |и|м и |[|Ш|| м) эквивалентны: 

1% му < 4a < 21141 an. (9.24) 

Первое из этих неравенств уже было доказано. Второе вы- 
текает из (9.12) и (9.21): 

sf Mitton 2° +1 S 

7 Зак. 2810. М. А. Красносельский и Я. Б. Рутицкий 

I cary 

_ 4 
Нам) 
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Из теоремы 9.5 вытекает еще одна формула для опре- 
деления нормы Орлича |и ||: 

] u(x)u(x)dx 

G 

Из (9.25) в свою очередь вытекают неравенства, которые 
естественно называть усиленными неравенствами Гёльдера: 

Ги ах <|и| у ll к) (9.26) 
а 

(и (х) Ем, (ХЕ 1) 

1“ и=  зир . (9.25) 
lolly <1     

  

  

Га (x) u(x) dx 
G 

<4 ll anll olla (9.27) 

(u(x) € Lr, v(x) € Ly). 

$ 10. Пространство Ем 

    

1. Определение. Через Ем будем обозначать замыка- 

ние в Гм множества ограниченных функций. 
Как уже отмечалось, множество ограниченных функций 

всюду плотно в классе Орлича Ём в смысле сходимости 
в среднем. Из теоремы 9.4 вытекает, что при выполнении 
Д.-условия множество. ограниченных функций всюду плотно 

в пространстве Орлича [у —=[м. Таким образом, если 
№М-функция М(и) удовлетворяет А»-условию, пространства 

Ем и Lu совпадают. 
В случае, когда №-функция М (и) не удовлетворяет Д,-ус- 

* 
ловию, Ем является правильной частью Ём. Это вытекает из 
следующего включения: 

Докажем это включение. Пусть #(х)ЕЕм и и!:(х) такая 

ограниченная функция, что  |щ— и: |и< >. Тогда 

в силу (9.13) 

ГМ [2 (<) — 24, (x)] 4х 2 |щ— ши < 1. 
а
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Значит, 240 (х) — 2и: (Хх) Е Ём. Так как ограниченные функ- 

ции принадлежат Ём, то из выпуклости множества Ly сле- 

дует, что функция шо (х)= 5.124 (х) — 2, (х)] + 549щ, (х)] 
также принадлежит Ём. 

9. Сепарабельность Ем. Пусть и(х) — некоторая 
ограниченная функция: |и(х)| < а. В силу теоремы Лузина 
можно указать такую последовательность непрерывных функ- 
ций #„(х), | и. (х)| <а, что разность и (х) — и„(х) отлична 

от нуля только на множестве Ч „с С, мера которого меньше =. 

Тогда в силу формулы (9.11) для нормы характеристической 
функции 

и— и |и= su 
| nllar р (6; < 

Ги — и.о дах 
G 

< 

  

  

<2а зар flu(x)|dx=2allx(x; Gall = 
p (v; N)<t ge . 

1 
mes G, 

= 2a mes GyN7*( < м“ (а) 
откуда , 

и — — 5. tim | ив | м = 0 

Таким образом, в пространстве Ем всюду плотно мно- 
жество непрерывных функций. 

Для каждой непрерывной на С функции и(х) можно ука- 
зать: последовательность многочленов с рациональными коэф- 
фициентами, равномерно сходящуюся к и(х). Легко видеть, 
что такая последовательность сходится к и(х) и по норме 
любого пространства Орлича. Следовательно, в пространстве 
Ем всюду плотно счетное множество многочленов с рацио- 
нальными коэффициентами. 

Таким образом, пространство Ем сепарабельно. 
3. Расположение класса Ём относительно 

пространства Ем. Как уже было показано, EycLy. 
Через П(Ем; г) будем обозначать совокупность функций 

и(х) С Гы, для которых 

d(u, Ey)= inf |u—a||,< 1°. 
weEn 

Через П (Ем; г) будем обозначать замыкание П(Ен; г). 
7*
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Расположение класса Г м относительно пространства Ем 
достаточно полно описывается следующей теоремой (черт. 7). 

Теорема 10.1. Пусть М-функция М(и) не удовле- 
творяет А.-условию. Тогда 

П(Ви; ПеЕЁи Е Т(Ем; 1). (10.2) 

Причем П (Ем; 1) является правильной частью Ги, а Ём — 

правильной частью П(Еи; 1). 

о ° о 

о о 

о. о 

о о о 

| и Lud 
A Fs : о о 

< о 
о о 9 

о (И. 
Черт. 7. 

  

  

  

    
Доказательство. Докажем вначале, что каждая функ- 

ция #(х)Е Ем содержится в [м вместе с открытой шаро- 
вой окрестностью радиуса 1. Этим будет доказано первое 
включение (10.2). 

Пусть #(х) Гу и |и—щ|м < 1. Тогда найдется та- 

кое число «>0, что |и— 1 |м< 1 —а. Так как множе- 

ство Ем линейно, то ия — ш(х)Е Ем и в силу (10.1) 

— = ty (x)€ Ly. Tak как |= 

и (x) — шо (х) 
1 —а 

что и функция и (x)= = (1 —a) [pS eo) + gq oi? Ug \*) т 

надлежит Ly. 
Для доказательства второго включения (10.2) покажем, 

что каждая функция и(х)СЁы находится на расстоянии не 
большем единицы от Бы. 

  

  
ua) то в силу (9.14) 

Е[м. Из выпуклости множества См вытекает,
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В силу абсолютной непрерывности интеграла для лю- 

бого в `> 0 найдется такая ограниченная функция и. (Хх) Е Ем, 

что 

[ми — и.) 14ах < в. 

а 

Тогда в силу неравенства (9.12) |и— и.||м < 1-Ее, откуда 

4(и, Ем) = inf |и— || и— и. < 1-е. 
we Emu 

Так как = произвольно, то (и, Ем) < 1. 
Осталось доказать строгость включений (10.2). 
В пункте 4 из $8 была построена такая функ- 

ция И. (Х)ЕЁм, что при В<1 Ви, (х)ЕТы, а при В>1 

Зи, (х)Е Ги. Покажем, что и, (х) Е П(Би; 1). Действительно, 
если бы 4(и, Ем) было меньше единицы, то нашлось бы 
такое В >> 1, что 

а (и, Ем) НИ [бир ВЕ м, < 1. 
we En 

inf 
weEny 

Отсюда в.силу первого включения (10.2) следовало бы, что 
Ви,(х)Е Ги вопреки основному свойству функции и, (х). Та- 
ким образом, доказано, что П(Ем; 1) является правильной 
частью Гм. 

В том же пункте 4 из 5 8 построена такая функ- 

una u"(x)ELy, sto But(x)E Ly при 8< 1 u Ви) Е[м 
при В > 1. Покажем, что и*(х) Е П(Еи; 1). Этим доказатель- 
ство теоремы будет завершено. 

Действительно, 4 (и*, Ем) =1, так как в противном слу- 
чае найдется такое В < 1, что а (Ви’,Ем) > 1, откуда сле- 

дует в силу второго включения (10.2), что Ви“ (х)ЕЁм во- 
преки основному свойству функции и* (Хх). 

Теорема доказана. 
Вторая часть утверждения теоремы означает, что класс Ём 

не является ни открытым, ни замкнутым множеством в про- 

странстве Ly, если № -функция М(и) не удовлетворяет 
А›- условию. Предоставляем читателю показать, что множе- 
ство [См при этом не полно в смысле сходимости в среднем. 

Из теоремы 8.2 ‘вытекает следующее замечание: если М- 
функция М(и) не удовлетворяет Д»-условию, то множество
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ограниченных функций нигде не плотно в Гу, так как все 

ограниченные функции лежат в Би. 
Пространство Ем можно было бы определить как ма- 

ксимальное линейное подпространство пространства Глуу, со- 

держащееся в Ём. Это следует из того, что и(х)Е Ем 
только в том случае, если Хи(х)Е Ги при всех значениях A, 

Допустим, что и(х)Е Lu и 

а (и, Ем) = Ш |и— ми >0. 
weEnr 

Тогда функцию и#(х) можно по норме Lu аппроксимировать 
ограниченной функцией с точностью до 4 (и, Ем) е, где е — 

произвольное положительное число. В ряде случаев удобно 
аппроксимирующие ограниченные функции выбирать спе- 
циальным образом. 

Лемма 10.1. Для любой функции и(х)ЕЁи имеет 
место равенство 

Нш |и — и | м =а (и, Ем), 
п > < 

где 
u(x), если |и(х)|<п, 

“(= | 0, если |и(х)| >в. 

Доказательство. Функции |и#(х)—и„(х)| не воз- 
растают при п-—»со. Поэтому нормы их не возрастают 
и имеют предел. Очевидно, 

Нт |#— и ||м 2 d(u, Em). 
п > © 

Остается доказать противоположное неравенство. 
Пусть е — произвольное положительное число и 

1 1 

а, ЕД-Е <“ < а, Ед =' 
Тогда 

Я (ви, Ем) = ий |ви—щ|и=о НЕ |и—®|и< 
ФЕРМ weEy 

а (и, Бу) 

d(u, Ey)+¢ < !.
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Поэтому 

fa [и (ху ах < ©. 

а 

В силу абсолютной непрерывности интеграла можно ука- 

зать такое по, что при п > по 

[м [au (x)— au, (x)] dx < az, 
G 

откуда следует, что |/au—au,||,,-< 1-Рае, т. е. что 

\|t— Ulla < + == < 4(и, Е) Е 3з, ивсилу произвольности е 

lim || 4— uy]| = 4 (4, Ew). 
nN->Co 

Лемма доказана. 
4. Необходимое условие сепарабельности 

пространства Орлича. Как было показано выше, про- 
странство Ем всегда сепарабельно. Значит, сепарабельно 

* 

и пространство См =Ёи= Ем, если М№М-функция М(и) удо- 
влетворяет Д.-условию.. 

Теорема 10.2. Пусть М-функция М (и) не удовле- 

творяет A,- Условию. Тогда пространство Lu Hecenapa- 
бельно. 

* 

Доказательство. Допустим, что Ём сепарабельно 
и пусть и„(х) (п=1,2, ...)— счетное всюду плотное 

* 

в См множество. В силу теоремы Лузина можно указать 
множество (< С ненулевой меры, на котором функ- 
ции u,(x) (4 =1, 2, ...) непрерывны. 

* 

Рассмотрим пространство Ё[м(С!) и обозначим через 
* 

Ем (Ц!) замыкание в Ём ((,) множества ограниченных на СЦ, 
функций. Тогда функции ®„(х) (п=1,2, ...), определен- 
ные на G, и совпадающие на этом множестве с соответ- 

ствующими функциями и„(х), принадлежат Ем (С!). 

В силу теоремы 10.1 найдется такая функция < (х) Е Lu (Ц), 
что d(w, Ем((1)) > 1. Положим 

и (х) = | 
w(x), если ХЕС,, 

0, если ХЕСМ О0:.
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Тогда 

lean lly = зар | [№ (4) — и, (х) 19 (%) а*| > 
р ($; №)<1 G 

> sup | f (4(e)—4,(«)] 0 (x) dx |= ||w—ally > 1. 
p (v, N)<1 в , 

    

Значит, последовательность и„(х) (п =1,2, ...) не плотна 
* 

в пространстве Си. Мы пришли к противоречию. 
Теорема доказана. 
5. Об определении нормы. Так как EycLly, To 

    

sup [ a(x) 0(x) dx < sup | [ u(x) u(x) dx = 
e(v, Ny<1] 5 р (4%; №) <1| 

ve En G G   
— и ы (10.3) 

Пусть задано произвольное = >> 0. Тогда найдется такая 
функция 9%, (%)Е Гм, удовлетворяющая условию р (90; №) < 1, 
что 

Гео вдах > [Ши 
с 

~ 

Положим 

Un (x) — | 
vy(x), если [9 (х)| «п, 

0, если |95(х)| > п. 
a 

OuepuguHo, v,(x)E En u 

0(Un; N)<p(v; N) <1 (n=—1, 2, ...). 

Из абсолютной непрерывности интеграла следует, что 
при достаточно больших п 

fone) dx > f 2 (x) 09 (*) dx—e >||4|| .— 2¢. 

    

а G 

Следовательно, | 

sup f a(x) v(x) dx = [ u(x) on (x) dx > ||4|] 4-— 22. 
р (9; № <1 ; v€EN а а
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Из полученного неравенства и (10.3) в силу произволь- 

ности = вытекает новое представление для нормы в про- 
* e странстве Ём: 

и = su Ul ar ня 
ve En 

[оо фах (10.4) 
G 

    

Мы показали, что формула (10.4) определяет норму 
* 

в пространстве Орлича, уже предполагая, что ити 
Рассуждения, подобные доказательству теоремы 9.1, пока- 

зывают, что принадлежность функции и (х) пространству Lu 

вытекает из конечности интегралов f u(x)u(x)dx MAA Bcex 

а 
о(х)Е Ем. Модификация доказательства теоремы 9.1 заклю- 
чается в том, что функции 9о„(х) выбираются из Ем; функ- 
ция 2(х) также принадлежит Ем, так как ряд, определяющий 
эту функцию, сходится по норме, а Ем замкнуто. 

6. Абсолютная непрерывность нормы. Будем 

говорить, что функция и(х)Е Lu имеет абсолютно непре- 
рывную норму, если для каждого = > 0 можно указать 
такое $ `> 0, что 

их (х, © — su |x, Olly = SUP 
. 

3 < 

Г u(x)u(x)dx|<e, 

8 

    

коль скоро тез &< 6 ($30). 

Теорема 10.3. Функция и (х)Е [м имеет абсолютно 
непрерывную норму тогда и только тогда, когда и (х)Е Ем. 

Доказательство. Пусть и#(х)Е Ем. Пусть задано 
произвольное = > 0. Обозначим через и, (Хх) такую ограни- 
ченную функцию, |1, (х) | <а (хЕ О), что 

Е | 
_ 1 Так как функция 9№М`" (=) монотонно возрастает при 

9 >. 0, то уравнение 

w= 
имеет единственное решение 8 > 0.
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Пусть mes &< 8 (60). Тогда в силу формулы (9.11) 
для нормы Характеристической функции 

2% (<5 Bla <l@— all gy Halle (xs Зы 
5+ а тез М" (ев) < ot ам -* (>) = в. 

Абсолютная непрерывность нормы функции и(х)Е Ем 
доказана. 

Пусть теперь норма функции и (х) Е [м абсолютно не- 
прерывна. Обозначим через С„ множества С { [и (х)| < п}. 
Так как функция и (х) суммируема, то im mes(G\G,)=0, 

откуда в силу абсолютной непрерывности нормы вытекает, 
что 

Нт |и— их (х; Ци) 0. 
п > © lar = 

Таким образом, и(х) как предел последовательности ограни- 
ченных функций принадлежит Ем. 

Теорема доказана. 
Из теоремы 10.3 вытекает, что пространство Ем можно 

определить как совокупность функций с абсолютно непре- 

рывными нормами в Ly. 
Из этой же теоремы следует, что все функции про- 

странства Ги имеют абсолютно непрерывные нормы 
тогда и только тогда, когда М-функция М (и) удовле- 
творяет А.- условию. 

7. Вычисление нормы. Обычная формула 

Ila = SUP | f a(x) 0 (x) dx 
а     

не позволяет производить фактическое вычисление нормы. 
В связи с этим возникает задача о других выражениях для 
нормы. 

* 

Теорема 10.4. Пусть и(х) Е Гм и пусть существует 
такое положительное число №, что 

[NH la i aes, (10.5) 
G 

где р(и)— правая производная М-функции М (и).
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Тогда 

12| и== ГС (%) |) (2) [@х. (10.6) 
а 

Доказательство. В силу (10.5) 

Дроешод шах < вир | Ди сд ах 
G IS TE 

= [14 lla. 

    

С другой стороны, в силу неравенства Юнга 

Г R*u (x) u(x) dx|< 

а 
tlle SUP 

R p(v; N) <1 ’ 

  

  

<=('+] M [ku (x) i) 
G 

и в силу (10.5) | 

Пары <] Меч ая [мигая 
G G 

Используя (2.7), получаем: 

ale < [р (R* | u(x)|) R* |u(x)|dx = [oc 9) и(х)|ах. 
а G 

Теорема доказана. 
При отыскании числа А” уравнение (10.5) в силу (2.7) 

может быть записано в виде 

& Пи) [р (| #5) 2 4*— | М1" (%) dx =1. (10.7) 
а а 

Отсюда видно, что при использовании теоремы 10.4 для 
вычисления нормы нужно знать только М№-функцию М (и) 
и ее производную р (и). 

Заметим, что постоянная А”, при которой выполняется 
равенство (10.5), может быть найдена не всегда. Например, если 
функция р(и) разрывна, то число А нельзя указать даже для 

  характеристической функции множества @, если № “1( a) 
не принадлежит ‘множеству значений функции p(x). 

С другой стороны, если функция р(и) имеет интервалы 
постоянства, то число Е“ определяется неоднозначно.
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Если функция р(и) непрерывна, то число А* может быть 
указано для любой ограниченной функции. Это следует из 
того факта, что функция 

Ив) = | Ми (9) ах 
а 

определена при всех Ё >> 0 и непрерывна, причем /(0)=0, 
(со) = со. 

Ниже (см. 5 18, п. 10) будет показано, что число А* может 
быть найдено для любой функции и(х)ЕЕм, если только 
функция р(и) непрерывна. 

Формула (10.6) позволяет производить фактическое вычи- 
сление нормы с любой точностью. Это вычисление сводится 
к приближенному решению уравнения (10.5) относительно А“ 
и затем к вычислению интеграла (10.6). 

Заметим, что теорема 10.4 позволяет для случая непре- 
рывной функции р(и) получить уже известную нам формулу 
для нормы характеристической функции. 

Вычислим в качестве примера норму функции и (х) = х 

в пространстве Гм (10, 1]), где М (#1) =е*1—|и|— 1. Так 
как в этом случае 

№ [р (и) | = ие — и 1, 
то уравнение (10.5) имеет вид 

1 

[ (Е*хей*® — ой*= | 1) 4х =1. 
0 

Отсюда получаем, что А” — положительный корень уравнения 

2 Е — 

Значение нормы определится формулой (10.6): 

1 

lla = Г (е*® — 1) хах, 
0 

откуда в силу (10.8) 

| 1 1 
u = —_ —__ 

Ш R(2— Rk) 2°
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Уравнение (10.8) можно решить приближенно (например, 
графически — черт. 8). Оказывается, что Rk* 1,587. Таким 

образом, |#|| и 1,027. 
Теоремой 10.4 удобно пользоваться для вычисления норм 

ограниченных функций. Заметим, что для любой функции     

   
    

2 
А 2-к e* 

Br 

7r 

6. 

Sr 

| 
4 | 

| 
ЗЕ \ 

| 
er | 

l 
f 

— | 

! , | | > 

2 “Ke 

Yepr. 8. 

* 
и(х) Е Ги можно построить такую последовательность огра- 

ниченных функций и„(х), что 

tim [nll yp = ell 
п => < 

) 

Функции и„(х) можно определить, например, равенствами: 

__ [4 (%), если | и(х)| < п, 

и» ($) — | 0, если |1#(х)| > п. (19.9) 

[lefictautembHO, = ||4,|| 47 < |12|и <... <|Ш|и<х ... 

... Зи у. Пусть задано е >> 0. Тогда найдется такая функ- 

ция 95(х), что р (о; №) < Ти 

Пао [ах > ыы. 
а
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В силу теоремы Лебега о предельном переходе под знаком 
интеграла при достаточно больших п 

J len) о (ах >1щЩи—ь, 
G 

т. е. Шт |и„|и2 |9 |уи—е. В силу произвольности ев 
п > © 

him fall ag > Ul ae 
n-> co 

8. Еще одна формула для нормы. В условиях 
теоремы 10.4 

all (| + J mie we iae); 
а 

С другой стороны, для любой функции и (х) Е Гу при любом 

k>0 

<q (1+ /mieueoidr), 

(10.10) 

llly= =z, 8 ] юи(х)о (х)ах| < 

    
sup 
Да 

Поэтому в условиях теоремы 10.4 

2 и= min — r(| + | миша) 
k>0 

Оказывается, что эта формула обобщается. 
Теорема 10.5 Пусть М (и) — произвольная М-функ- 

ция и и(х) Е Гу. Имеет место формула 

ell ag = int # (+ мила») (10.11) 
>0 а 

Доказательство. Предположим вначале, что. функ- 
ция р(и) непрерывна. Тогда норму каждой ограниченной 
функции можно будет определить по формулам (10.5) и (10.6). 
Уже было показано, что в этом случае норма определяется 
и формулой (10.11).
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Пусть и(х) — произвольная функция из Ги. Пусть функ» 
ции uw, (x) определяются равенствами (10.9) и 

alla = +f Mite) ax) (10.12) 
G 

где 

мир (ешь (<) dx = 1. 
а 

Из последнего равенства вытекает, что Ё„ не возрастают. 
При этом 

1 at + fm [Аи (х)] «х) 14 мы. 
а 

Следовательно, последовательность №„ сходится к некото- 
рому положительному числу R*. 

Пусть задано в >> 0. При достаточно больших п в силу 
10.12) 

ЕН [Ми ера = и и < (Нее 
а 

Переходя в этом неравенстве к пределу (что можно сделать 
в силу теоремы Фату), получаем: 

ЕН [мии сотах из), 
а 

И В силу произвольности 5 

1 + (1+ мии) < 
G 

Из этого неравенства и (10.10) вытекает равенство (10.11). 
Освободимся теперь от предположения о непрерывности 

р(и). Какова бы ни была №-функция М (и), легко построить 
такую М№-фупкцию М, (#) с непрерывной производной, что 

М (и) < М, (и) < М(а-9и) (a>). (10.13)
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Из этих неравенств вытекает, что *) [= [у и 

lar < Wil, <A +2) [4 l a (10.14) 

Из тех же неравенств (10.13) вытекает, что 

inf rif Mike aide)< int (1+ M, [Ru @)1dz)< 
k>0o | k>0 6 

< (1+) inf (1 + f мшсолах 
k>0 а 

откуда по уже доказанному 

1 дс 1 
пра ы, < (1 + / мтисола) «и; 

а 

Из этих неравенств и (10.14) вытекает, что 

1 1 печи < (1+ Миса) <а + ы, 
G 

Так как = произвольно, то для функции w(x) справедлива 
формула (10.11). 

Теорема доказана. 

$ 11. Признаки компактности 

1. Теорема Валле-Пуссена. Напомним, что се- 
мейство функций g(x) имеет равностепенно абсолютно 
непрерывные интегралы, если для любого = > 0 можно ука- 
зать такое # >> 0, что для всех функций семейства % 

Jie@lax<e, | 
коль скоро mes&< й. Общий признак равностепенной аб- 
солютной непрерывности интегралов некоторого семейства 
функций дает следующая 
  

*) Более сильные предложения доказываются ниже в 6 13, 
пп. [и 2.
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Теорема Валле-Пуссена (см., например, [38], 

стр. 142). Пусть Ф (и) (0 <и< о) — монотонно возра- 

стающая функция, удовлетворяющая условию 

lim P(2) с. 
“a 

%—» со 

Пусть для функций $(х) некоторого семейства Х инте- 
гралы от функций Ф [|%(х)|] равномерно ограничены: 

[ее Иа <А<о (ФЕЯ. (ИП 
а 

Тогда семейство XN имеет равностепенно абсолютно 
непрерывные интегралы. 

Эта простая теорема доказана в [38] при несколько более 
жестких предположениях. 

Каждая №-функция М (и) удовлетворяет условиям теоремы 
Валле-Пуссена. Поэтому, если семейство функций Ъ% содер- 
жится в [ми 

p(w; M)= [ M[u(x)]dx <A  (u(X)EMN), (1.2) 
G 

то функции #(х) имеют равностепенно абсолютно непрерыв- 
ные интегралы. 

Пусть теперь М (и) и М, (и) — две №-функции, для которых 

._ М(и) __ 

и, М1 (и) i 

Тогда из (11.2) следует, что семейство функций У, = 
— (М, [и (х)] } имеет на С равностепенно абсолютно непре- 
рывные интегралы. Для доказательства достаточно заметить, 
что функция Ф (и) = М[М!*(и)] удовлетворяет условиям 

теоремы Валле-Пуссена, так как 

М [М: 1 (& 
tim 2) ji MMO ji MO — 60, 

tb -> 00 и -> со и » > со М1 (9) 

2. Функции Стеклова. Пусть и(х)— некоторая 
суммируемая на С функция. Функцией Стеклова и,(х) на- 
зывается функция 

и.) п. f a@at (x € G), (11.3) 
Tr(a) . 

    

8 Зак. 2810. М. А. Красносельский и Я. Б. Рутицкий
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где Т,(х) — п-мерный шар радиуса г с центром в точке хЕ С, 
т,— объем этого шара. В интеграле (11.3) мы полагаем 

функцию и(Г) равной нулю при ЕЕ С. 
Лемма 11.1. Пусть задано семейство функций Хе Г 

с равномерно ограниченными нормами |и|и< А (и(х)ЕЭ). 

Тогда семейство Kt, функций Стеклова и,(х) (u(x)EN) 
компактно по равномерной норме (в пространстве С не- 
прерывных на С функций). 

Доказательство. Так как при и(х)Е УХ 

мя < fliers =| 4 x<l, — (114) 

то в силу неравенства Юнга 

|u,(x)|< 1 Лева < me ая < 
"т, (2) 

  

< <= а-м(1) тез 0). 

Таким образом, функции семейства УХ. равномерно ограничены. 
Из теоремы Валле-Пуссена в силу (11.4) вытекает, что 

функции семейства имеют равностепенно абсолютно не- 
прерывные интегралы, т. е. для данного = > 0 можно ука- 
зать такое й > 0, что для всех функций семейства 

Пас [ах < в, (11.5) 
$ 

как только тез $ «№ (С 0). 
Обозначим через Т„, множество 

(Т,(х) Ц Т, (УТ, (%) П Т, (5) ). 

Пусть объем Т„,у меньше й при 4 (х,у) < 6. Тогда для всех 
функций семейства Х, в силу (11.5) при 4 (х,у) < 58 

иски, ба <, 
г r 
Те, у 

откуда следует, что функции семейства У, равностепенно 
непрерывны. 

Утверждение леммы следует из теоремы Арцела.
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В дальнейшем будет использовано следующее неравенство: 

ll м (11.6) 

Для его доказательства обозначим через Гу шар радиуса г 
с центром в нуле п-мерного пространства. Тогда 

< 

1 
<— su f fleove at dx = rll Sim, Ра J ry) (t) u(x)| 

Jd | и (х-- $) 9 (х) | 43 ах. 

[4 

=o 
My > tor < 

Меняя в последнем интеграле порядок интегрирования и внося 
знак зир под знак интеграла, получим: 

1 
Вы Де) MHOC |= 

— ||#(х- $) [ м, 

и так как и (Г) =0 при ЕЕ С, то 

НЫ SUP Лава < 

< MOVE Ide <a ae (11.7) 

Неравенство (11.6) доказано. 
3. Признак компактности А. Н. Колмого- 

рова для пространства Бу. 

Теорема 11.1. Семейство Kt функций простран- 
ства Ем компактно тогда и только тогда, когда выпол- 

нены условия: 

а) “| и< А (#(х) ЕМ); 
6) для любого = >0 найдется такое 8 >0, что из 

Условия г 6 следует 

|| u— и, | М <é 

для. всех функций семейства %. 

8*
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Доказательство. Достаточность условий а) и б) не- 
посредственно следует из леммы 11.1 и теоремы Фреше *), 
так как множество функций, компактное в С, компактно 
и в каждом пространстве Орлича. 

Пусть ХХ — компактное семейство функций из Еу. Тогда 
Е 

для этого семейства можно построить 3 СЕТЬ, состоящую из 

непрерывных функций и(1 (х), и®) (х),..., и® (x). Функции 
и(® (х) (1=1,2,..., п) могут и не принадлежать семейству Jt. 
Обозначим через с норму характеристической функции х (х; Ц) 
всего множества С. Пусть г 0 такое число, что при 
d(x, t)<r 

[#09 (х)— и® (0 |< 55 (1—1, 2,..., И). 

Тогда 

. . ‚] ° . . [49 (хи (< f [uO H—uO (oat <F 
Ту (2) 

1(—1,2,..., п) 
и | 

4 —a | <ele Dy az = (1.8) 

Пусть и(х) — произвольная функция из $. Найдется такая 

функция и) (х), что |и— и | < 5. Тогда в силу (11.6) 

и (11.8) 

пы «моими Ди 
< о || u— ut{%o) | и | 1) — и, || 5 < з. 

Таким образом, необходимость условия 6) доказана. 
Необходимость условия а) очевидна. 

Теорема доказана. | 
В случае, когда №М-функция М (и) удовлетворяет Д,-усло- 

вию, Ву =[и==Ёу. Поэтому в случае выполнения Д,-усло- 

вия теорема 11.1 дает необходимый и достаточный признак 
  

*) Теорема Фреше. Множество компактно, если его 
можно как угодно точно аппроксимировать компактным мно- 
жеством.
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компактности семейства функций из С. Так как в этом слу- 

чае сходимость по норме эквивалентна сходимости в среднем, 
то справедлива 

Теорема 11.2. Пусть М-функция М (и) удовлетво- 
prem А,-условию. Для того чтобы семейство функций 
Л=[и= Гу было компактно, необходимо и достаточно, 

чтобы выполнялись условия: 

а) | Мш(х)14х<А (u(x) EN); 
а 

6) для любого = > 0 можно указать такое 6 > 0, что 
для всех функций семейства N npur<d 

[м [и (х)— и,(хуах < се. 
ё - 

4. Второй признак компактности. Будем го- 
ворить, что семейст-о % функций и(х) Е Гу имеет равно- 

степенно абсолютно непрерывные нормы, если для каждого 
е > 0 можно указать такое 6`>0, что для всех функций 
семейства |их(х; 5)|| г < в коль скоро тез & <. Очевидно, 

что в этом случае ЖЕЕу 

Если \— некоторое компактное в Е» множество, то 

обычными рассуждениями можно показать, что оно имеет 
равностепенно абсолютно непрерывные нормы. 

Лемма 11.2. Для того чтобы сходящаяся по мере 
последовательность функций и„(х)ЕЕцм (п=1, 2,...) 

сходилась по норме, необходимо и достаточно, что- 
бы она имела равностепенно абсолютно непрерывные 
нормы. 

Доказательство. Необходимость условия вытекает 
из того, что сходящаяся последовательность компактна. 
Докажем достаточность условия леммы. 

Пусть последовательность и» (х) Е Е (п =1, 2, ...) схо- 

дится по мере и имеет равностепенно абсолютно непрерыв- 
ные нормы. Пусть задано = > 0. Обозначим через $ 
множества @ { |и„(х)—ит(х)| >}, где 

Е 

гу’ 
3 тез № (=a) 
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Пусть 6 >> 0 — такое число, что при шез & 65 

1» *(х; Э|и<з @=Ь0....). 
Так как последовательность и„(х) (п =1, 2, ...) схо- 

дится по мере, то можно указать такое лу, что тез 6 ии < 6 
при п, m > No. 

Тогда при п, т > Ny 

[#5 — ит] м < 
< || (2n — Um) * (5 © mn) || ye || (И, — Шт) * (Х; G/8mn) lap < 

< [4% (%, Эт) и | em* (%3 Sn) lly alle (%) [< =. 
Значит, последовательность и„(х) (п=1, 2,...) схо- 

дится в [^. 
Лемма доказана. 
Теорема 11.3. Пусть семейство ЗеЕх имеет рав- 

ностепенно абсолютно непрерывные нормы и компактно 
в смысле сходимости по мере. Тогда семейство Jt Kon- 
пактно в Гу. 

Доказательство. Из каждой последовательности 
семейства можно выделить подпоследовательность, сходя- 
щуюся по мере. В силу леммы 11.2 эта подпоследователь- 
чость сходится по норме [. 

Теорема доказана. 
Проверка второго условия теоремы о компактности 

в смысле сходимости по мере обычно сводится к доказа- 
тельству того, что семейство компактно в некотором про- 
странстве Орлича, отличном от /^.. 

5. Признак компактности Ф. Рисса для про- 
странств Ру. Укажем еще один признак компактности 

семейств функций из Еу,. 
Теорема 11.4. Семейство % функций пространства 

Ey компактно тогда и только тогда, когда выполнены 

условия: 

а) |и|и<А (U(X) EN 
6) для любого =>0 найдется такое 6 >0, что из 

условия а(Ё, 0) < 6 вытекает 

[их — “(хи 
для всех u(x)EN.
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Доказательство. Пусть и (х) Е У и и, (х) — соответ- 
ствующая функция Стеклова. Тогда 

шик иди а, 
Т, (=) 

откуда для 9 (х)ЕЁл» р(9; №) <! 

Фуше (x) | v (x) < || J \c-as}at |e (ate 

а "@ LE) 
Изменяя порядок интегрирования и произведя замену пере- 
менных, получим: 

ион 
G 

<i mf | {ee +9—aeolewas | as < 
mr 

<b fiuce+9)—ael yas, 
откуда Г 

u—u = su р rll ar ee es ] [u (x) —u, (x)] v (x) dx 

    

tt fue sitet 
То 

Из последнего неравенства и вытекает, что при выпол- 
нении условия а) доказываемой теоремы выполняется условие 
6) теоремы 11.1. Условия а) этих теорем совпадают. 

Достаточность условий теоремы доказана. 
Докажем необходимость этих условий. Пусть %-— ком- 

пактное семейство функций из Ву. Тогда для этого семей- 
Е 

ства можно построить -3 СЕТЬ, состоящую из непрерывных 

функций и(?(х), и@® (х),..., и” (х). Обозначим через с 
норму характеристической функции всего множества G 
в пространстве Гл. 

Пусть 8 >> 0— такое число, что при @(#, 0) < 8 

О  @=1,2, 05 0)
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Тогда, очевидно, 

[и (х-- 8) — и (хз  (@(=1,2,..., п). (11.9) 

Пусть и (х) — произвольная функция из %. Найдется такая 

u< 5. Тогда в силу (11.9) и (11.7) 

|“ (x +-h)— и(х)[ы < 
< |] 4 (4 ++ A) — a0) (6 +h) I) ay + |] 2 FA) — 0) (4) [Lay 

+ || a (x) — («< ©. 

Таким образом, необходимость услозия 6) доказана. He- 
обходимость условия а) очевидна. 

Теорема доказана. 

и(%)(х), что |и— uli 
    

$ 12. Существование базиса 

1. Переход к пространству функций, задан- 
ных на отрезке. Ниже мы будем рассматривать прост- 
ранства Орлича функций, заданных на конечном отрезке. 
При этом общность результатов не нарушается. Это следует 

из того, что пространство [„(С) линейно изометрично про- 

странству Гу ([0, тез С]), т. е. между элементами пространств 

Li, ({0, mes G]) и у(() существует линейное взаимно одно- 

значное соответствие, при котором нормы сохраняются. 
Ради простоты изложения покажем это здесь для случая, 

когда С — ограниченное замкнутое множество, лежащее 
в плоскости с декартовой системой координат (&;, &5). 

Заключим множество С в некоторый квадрат Вь 

(115, [|< 5). 

Рассмотрим последовательность разбиений Т, квадрата Ву 

на 4” квадратов Bh (k=1,2,..., 4") прямыми 

b b 
отт! =f i, j7=0, 1,42, ..., +2"), 

gn 

IIpu nepexoge oT pas6uenuan 7, K pas6ueHuio 7;,4,, O4e- 
видно, каждый квадрат разбиения Т„ разбивается на четыре 
равных квадрата разбиения -Т„.; (черт. 9), 

    Е = И & ==
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Построим отображение совокупности квадратов всех раз- 

биений на совокупность некоторых отрезков — частей отрезка 

1 =[0, mes С], при котором длина отрезка [ — образа 

квадрата BX — равна mes (G N Br). Пусть квадрату Ву соот- 

ветствует весь отрезок №. Пусть некоторому квадрату Bt 

разбиения Т„ соответствует отрезок [a, B]C /y. Перенумеруем 

  

  

  

  

              

82 8: 

8? 

82 8: 

ВЕТ В 

3 4 

Черт. 9. 

k четыре квадрата разбиения Т,.:, из которых состоит By 
так, как нумеруются квадранты в аналитической геометрии 

и обозначим их через Ви, ВУ, ВП, ВИУ. Отрезок [a, 8] pa- 
зобьем точками 1, 12, Ya, THe «1. << 1: < В на 
четыре части так, что 

11 — == тез (@ ПВ”), тр— и = шез(@ ПВ"), 

8— 1=мез(СПВ""), В— 13 = шез (@ ПВ"). 
` 

Квадратам В", BY Bua BY отнесем, соответственно, от- 

pesku [a, 71], [11> Yel» [2 Ys] 4 [1», В. 
Всякому множеству Ре отнесем множество ОС, 

состоящее из точек, определяемых системами стягивающихся 
отрезков, которые соответствуют системам квадратов (раз- 
биений Т„), стягивающихся к точкам множества Р. При этом 
отображении мера множеств сохраняется (это становится
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ясным, если заметить, что образ совокупности сторон квад- 
ратов всех разбиений Т„ имеет меру нуль). Если через С, 
обозначить множество точек х@ О, любая окрестность кото- 
рых содержит часть множества С@ положительной меры 
и которые не лежат на сторонах квадратов разбиений Т„, то 

mes G, = тез Ц, 

и построенное выше отображение с множества С на отре- 
30K /› будет взаимно однозначным на С,. Образ множества С, 
будем обозначать через (). 

Так как функции, принадлежащие пространству Орлича, 
определяются с точностью до множества меры нуль, то 
можно считать, что все они равны нулю на С`\ С/. Поставим 

в соответствие каждой функции u(x) € Lit (G) функцию и (Е) 
(СТ), определяемую равенством 

~ [« при #=°(х)Е О, 
и (Е) = — 

0 при t€Q,. 

Это соответствие, очевидно, линейно. Так как при отобра- 
жении с мера множеств сохраняется, то функции из Г), (0) 

переходят с сохранением нормы в функции из пространства 
Ги (0, тез С]: 

Очевидно также, что пространство Е„ (С) переходит при 

этом отображении в пространство В» ([0, тез С]). 

2. Функции Хаара. Функциями Хаара называются 
функции, определенные на отрезке [0,1] формулами: 

( 1 при 0<х<-, 

| 7 (x)=1, YO(x)= О при х =t, 

1 
| — 1 при <<! 

и далее при п = 1,2, ..., В=1, 2,5... 2" 
( Vo 2k —2 2k—1 

2 ПРИ ты << ти, 

()(х) — + — 1/2 2k — | 2k 
Xn (*) = V2" при от << тм, 

0 при остальных значениях х. 

—
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Функции Хаара у®)(х) расположим в последовательность 

в порядке возрастания п, а при данном п— в порядке воз- 
растания А. Полученную последовательность обозначим че- 
рез 9;(x)(i=1, 2,...). Эта последовательность функций, 
как легко видеть, ортогональна: 

0, ecm isf/f, 
1 

| Чх— 8, — = [вши pay 
Так как все функции Хаара ограничены, то для любой 

суммируемой функции u(x) определены коэффициенты 
Фурье сх: 

1 

og [ш(х) в (х)ах (=1,2,...). — (12.1) 
0 

Определим операторы $ равенством 

Smit (x)= 2 с: (х) (m=1,2,...). 

Через 441, 4>,..., а обозначим расположенные в порядке 
возрастания точки разрыва функций $, (х), $5(х), ...,Фт(Х), 
к которым добавлены точки 0 и 1 

Лемма 12.1. При аа < х< а,+, значение кусочно- 
постоянной функции Зви(х) определяется равенством 

45+ 1 

[ и (х) ах. 

ag 

] 

Sm) Tae 
Доказательство. Из определения функций Хаара 

непосредственно вытекает (это проще всего проверяется 
индукцией по т), что функция 

Ет(х, у) = a 4 (x) 9 (y) 

при а. < х< а,-+, принимает следующие значения: 

1 
РЕ, (ху) = {4 45+1 — @ 

0, если уха; или а..<у. 

‚ если Ag VY < Assy,
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Поэтому при а. < *< 3+1 
1 

$ши (х) = У нод [зоо [400 Fae у)ду= 
$=1 0 

] 4+1 

— @3+1 — @8 ] и (зу. 

Лемма доказана. ° 
3. Базис в Бы. Пусть М(и) и №9) — взаимно допол- 

нительные друг к другу М№-функции. 
Пусть и(х) принадлежит пространству Гм (10, 1]). Из 

интегрального неравенства Иенсена и леммы 12.1 следует, 
что при каждом тиа < х< а. +! 

4+1 

М [$ и (х)] = М к «дах < 

Ao44 °° 

oa mane M [u (x)| dx, 

откуда 
@5--1 45-1 

f M[Spu(x)l dx < <] M {u (x)| dx 
и 8 a, 

1 1 

[MSG dx< f Ma (x) de. (12.2) 
0 0 

‚Если [#|м < 1, тов силу (9.13) 
1 

Г мшоах < 1 
. | 

Поэтому из неравенств (12.2) и (9.12) следует, что при 

| 

|5 lla < I+ [MIS u(x))dx< +f Mw cnide cs
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Следовательно, 

[15| = sup ||[Sn4lly<2 (m=1,2,...). 
[| м<1 

Таким образом, нормы линейных операторов Зи, дей- 

ствующих в пространстве Lit ({0, 1}, ограничены в COBO- 
купности. 

Пусть теперь функция и(х) непрерывна. В силу леммы 

12.1 последовательность $ й (Хх) сходится к и (х) равномерно 
на отрезке [0,1], если из него выбросить счетное число 
точек разрыва всех функций Хаара. Поэтому функции 
$ви(х) сходятся к и(х) и по норме в любом пространстве 
Орлича. 

Итак, последовательность операторов ̀ $ м (т =1,2,...) 
имеет равномерно ограниченные нормы и сильно сходится 
к единичному оператору на плотном в Би (10, 1]) множестве: 
непрерывных функций. В силу известной теоремы Банаха— 
Штейнгауза операторы $» сходятся к единичному оператору 
на всем Би ([0,1]): Это значит, что для любой функции 
и (х) Е Ем (10, 1]) ряд 

2% (x), (12.3) 

где с; определены равенством (12.1), сходится в Гм к u(x). 
Таким образом, функции Хаара $;(х) (i= 1,2,...) 

образуют базис в Би ([0, 1)). 

Ясно, что функции $; (а) (1—1,2,...), опреде- 

ленные на отрезке [0, тез С], образуют базис в Бм ([0, тез Ц]). 
Этот факт и рассуждения первого пункта этого параграфа 
приводят к следующему утверждению: 

Теорема 12.1. В пространстве Еи(() существует 
базис. 

Из этой теоремы вытекает, что существует базис во всем 

пространстве Ёы, если М-функция М(и) удовлетворяет 

Д›-условию, так как в этом случае Ем = м. 
Коэффициенты Фурье (12.1) определены для всех функ- 

ций и(х) Е Ги ([0, 1]), а нетолько для функций из Ем ((0, 1]). 

Для тех функций и(х) Е ГО, 1]), для которых ряд (12.3)
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сходится, можно было бы определить оператор Р, положив 

Ри(х) = 2 649; (2). 

Оператор Р был бы оператором проектирования на Ем. 

Оказывается, что в множестве [м Ем нет таких функ- 

ций, для которых сходится в Гм ряд (12,3). Пусть, дей- 
ствительно, ряд (12.3) для некоторой функции и(х) схо- 
дится. Положим тогда 

2(х) = u(x) —2 c;9,; (x). 

Все коэффициенты Фурье (12.1) для функции g(x) равны 
нулю. В силу теоремы 12.1 каждую функцию ох (х) Е Ем (10, 1]) 

можно представить в виде сходящегося в Ly ({0, 1]) ряда 

со 

(=> 4;$; (Х). 
i= 

Это позволяет вычислить норму функции 2(х): в силу (10.4) 

1 

— $1 x x)d = ell vv fewowas 

1 

‚о < | У ГЕ е(сдах —0 

$=1 0 

Значит, 2(х) =0 и и(х)Е Ем (10, 1)). 
4. Еще раз об условии сепарабельности. 

В предыдущем параграфе было показано, что пространство 
№ 

Гм не сепарабельно, если М№-функция М(и) не удовлетво- 
ряет Д.-условию. Этот же факт можно доказать, указав 
эффективно, континуальную совокупность функций в про- 

странстве Гм, взаимные расстояния между которыми больше 
некоторого постоянного числа. Рассуждения первого пункта 
позволяют ограничиться построением такой совокупности 
в пространстве Ги ([0, 1]).
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Пусть М№-функция М (и) не удовлетворяет Д,-условию, 
тогда найдется такая последовательность положительных 
чисел . 

и< <... < и <... о, 

M (2u,) > 2” M (u,) (n=1,2,...). 
что 

Построим на [0, 1) последовательность непересекающихся 
отрезков 8„, расположенных в порядке возрастания номеров 
слева направо, длины которых определяются равенствами 

M (#3) 

2” M (un) 

Takoe построение возможно, так как 

mes 6, = ——— (n=1,2,...). 

> mesd, < 1. 
п=1 

со 

Пусть, кроме того, единица есть предельная точка для 0 On: 
n=1 

Определим на [0, 1] функцию u(x): 

2u, при хЕб, (n=1,2,...), 

w=) при ХЕ 

S
e
e
 

* 1 
Функция и (х) принадлежит Ёми, так как 5 и(х) Е [м: 

fm coe ум [rH | 4х — 

M (u,,) mes 6, < со. 
n=l 

Ilyctb gan Bcex O<Ma<l1 функции 9, (x) определены 
равенством 

д [т mph O<x<a, 

u(x—a) пр «< хх. 

* Все функции принадлежат Гу.
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Рассмотрим две функции $.(х) и $3 (х), где «< В. 

Функция $:(х) на отрезке [0, «] ограничена по пост- 
роению. Пусть 

[98 (®)[==%(®<А  (0<х<ч. 
Тогда можно указать такое положительное число да, 
что 

oy 
[1% [м < >> (12.4) 

где х,(х) — характеристическая функция отрезка [© —\, а]. 
Действительно, в силу формулы (9.11) для нормы характе- 
ристической функции 

1 1 I es %allar <A U4 a= 49N- (5) <5 
при достаточно малых 7. 

Оценим снизу норму функции Pa (X) %, (х). Очевидно, эта 

норма равна норме функции и(х)х. (х), где х. (х) — харак- 
теристическая функция отрезка [1 — *, 1]. Введем в рас- 
смотрение множества 

F,=1—a Nf} (U ь) (n= 1,2,...). 
$=1 

Характеристические функции этих множеств будем обозна- 
чать через х„(х)  (п=1,2,...). На каждом из множеств 
ЕР, функция и(х) ограничена, так что функции Y, (x) = 
= p[u(x) x, (x)] (п—=1,2,...) тоже ограничены и, тем 
более, принадлежат классу Гм. В силу (2.7) 

1 

fe@en (x) ах = || М (x)] ах [м [9„ (ху ах. 

0 . Ри 0 

Покажем, что 
1 

lim J N [Un (x) dx > 1. (12.5) 
7 > CO 0 

Действительно, если бы при всех п=1,2,... было спра- 
ведливо неравенство 

1 

[Nien ах < 1, 

0
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то функция u(x) %, (х) принадлежала бы Гм, так как 

n=l ) 2, ... 

1 

[мшод ода < sup [fewer 
0 

+f N lon (#1 4х = sup "0 (x) 04 (2) ах < 
F n=1 9 2) 06 

1 

< sup facpocae july со, 
р (9; №) <1 0 

что является противоречием, ибо 

—1 

fuori (ху ах = f mwas f М (х] ах = 

— к М (2ип) М (и!) _ __ 

В силу (12.5) найдется такое по, что 

PN fn, 1 dx=p> 1. 

Тогда в силу an 
1 

fal mo Jax < 1. 
0 

Таким образом, для | 2 x9 lar справедлива оценка: 

  

^ 

1 

и, |м = sup и (х) %, (x) ¥ (x) dx > 
p(v; VY) <1 

| 

  

  

  

1 . 

^ Оп. (x) > fe (x) x, (+) —~ ae 

0 , | 
=1 | f Maco) dc [Nte,, ide) > 1.12.6) 

PF, 

9 Зак. 2810. М. А. Красносельский и Я. Б. Рутицкий
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Из этого неравенства и (12.4) вытекает, что 

    9% | м > 

1 1 
>1—5=5. 

                       | Pa-— Фв | М >. | Party | и — | Pax, 

`Таким образом, функции 9,(x)(0<a< 1) находятся на 
1 

большем расстоянии друг от друга чем 5. 

$ 13. Пространства, определенные различными 
№-функциями 

1. Сравнение пространств. Различные М№-функ- 
ции определяют, вообще говоря, различные пространства 
Орлича. Например, пространства [“, определенные №- -функ- 

  

| a a 

циями М (и) = ma ‚ при различных «> 1 различны. 

Теорема 13.1. Пусть М, (и) и М. (и) — две М-функ- 
ции. 

Для того чтобы 

Ly, Cc Lu 

необходимо и достаточно, чтобы выполнялось соотно- 

шение 

М. (и) 3 М, (ий), 

т. е. чтобы существовали такие постоянные ц, k > 0, 
что 

М» (и) < М, (ви) (UD Up). © (13.1) 

Доказательство. Допустим, что условие (13.1) не 
выполняется. Тогда можно указать такую неограниченно 
возрастающую монотонную последовательность чисел ип 
(n=1, 2,...), 4TO 

Mz (Up) > M,(2"nu,) (n= 1, 2,...). (13.2) 

В силу (1.17) 
_ My (nun) < М (2ппип) 

Nu, > тп ’ 
откуда 

М, (27пи„) > 2% М, (пи„).
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Объединяя последнее неравенство с (13.2), получим: 

М, (из) > 2"М, (пи). (13.3) 
Пусть G,, Ц.,... — непересекающиеся части множе- 

ства @, для которых 

М; (и1) mes G __ 
2M, (ruin) (n= 1, 2,...). 

Такие множества можно построить, так как 

mes G,, = 

У тез Ц, < mes G. 
n=] 

Рассмотрим функцию и (х), определенную равенством 

ли при хЕ G, (п=1,2,...), 

4 (x) == | О при хЕ И Gy. 
n=1 

* 

Эта функция принадлежит пространству Ём,, так как 

[mM [и (Хх ах = у [м, [1 (х] ах = у М, (пи) тез Gy = 

G n=1 n=1 Gi 

NT 1 oN 

= M(u,)mesG Yi < со. 
. n=1 

‘Однако эта функция не принадлежит пространству Luy 

так как при всех A > | функции -- и (x) не принадлежат Ly. 

Действительно, пусть т — целое число, большее чем i. 
Тогда в силу (13.3) 

м =] ax > M, ("2 mes G,, > 

>, 2% М, (пи) тез @„ = со. 
п=т 

Необходимость условия (13.1) доказана. Докажем до- 
статочность этого условия. 

M
s
 

М. (ив) тез Gy 2 

п=т И 

9*
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Пусть выполнено условие (13.1). Пусть функция u(x) 

принадлежит пространству Ly. Это значит, что при неко- 

тором № > 0 ри (х) Е Гы, т. е. 

pm [vu (x)] dx < oo. 

Обозначим через С, множество С {|e (х)| < и. Тогда 

в силу (13.1) 

ее мм аж [мая < 

< М. (ш) mes Gp м. [и (х)] ах < оо. 

G 

Значит, функция Е и (х)Е Гу, Откуда вытекает, что #(х) C Liv, - 

Теорема доказана. 
Напомним, что М№-функции М, (и) и М.(и) называются 

эквивалентными (М, (и) — М, (и)), если М, (и) 3 М. (и) 
и М. (#) 3 М, (и), т. е. если существуют такие положитель- 
ные постоянные К, № и ис, ЧТО 

М, (Ели) < М, (и) < М, (Ей) ° (ии). — (13.4) 

Из теоремы 13.1 непосредственно следует 
* # 

Теорема 13.2. Пространства Ly, u Ly, cocmoam us 
одних и тех же функций в том и только том случае, 
если М-функции М. (и) и М, (и) эквивалентны. 

Эта теорема является основанием для введения понятия 
эквивалентности М№-функций. 

2. Неравенство для норм. 
* * 

Теорема 13.3. Если Ly, c Lu,, то существует такая 
постоянная 4 >0, что 

| [м, Заем,  (4(*)€ Lu) (13.5) 
* * 

Доказательство. В силу теорем 13.1 иЗ.1 Ём, = Ём, 
причем можно указать такие положительные числа ^ и %%, 
что 

м! ($) < №, (в) @>%.
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Тогда при всех 9 

м, ($) < м, ($) м). (13.6) 
Пусть теперь 9 (х) Е Гм, и р(9; №) <1. Тогда в силу 

(13.6) 

(м) =. [ м." @) ах < №: (3) тез O+ Г м о(хлах < 
а 

<n, (% *) mes 1 a. 

  

Положим (=—=а^. Тогда в силу последнего неравенства 
и (1.17) 

А «мк 
Соотношение (13.5) следует из неравенств 

  

      

  

[1% | м, =  зир [ие (х ах = 
p(v; Na)<1) & 

=g sup. [uo Qax|< 
p(v; N,)<1 а 

< Su fu x)w(x)dx| = |\u . <7 SUP , (x) w (x) q | 4 ll м, 

    

Теорема доказана. 
Нетрудно видеть, что неравенство (13.5) выполняется 

с постоянной а=1: 

м, < ем, (и ФЕ 1м,), 
если при всех и выполняется неравенство 

М» (и) < М, (и). 

Из теоремы 13.3, в частности, следует, что нормы, по- 
рожденные эквивалентными /Л№-функциями М, (и) и М. (и), 
эквивалентны: 

Ча || м, < [Ш [м, < |] 2] a1,- (13.7)
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Поэтому при решении многих задач можно выбирать из 
класса эквивалентных М№-функций ту, которая в силу каких- 
либо соображений более удобна. 

Пусть М. (#) = М (аи) (х > 0). Очевидно, М „ (и) — М (&). 
Имеет место равенство 

{| 2 ||, = [и | м, (13.8) 

для доказательства которого достаточно заметить, что 

А. (9) = М (=) и 

  

  

  

  
|v ||, = sup [a(x)o(x)ax = sup [a (x)o(x)dx = 

° р (9; №) < 1 а р 2; м) <: G 

=a sup fi (x)2@) adx|=allil| y. 

(2.x)<i]é 

  

  
3. Об одном признаке сходимости по норме. 

Будем говорить, что М№М-функция М, (и) растет суще- 
ственно быстрее М-функции М (и), если при любом ^>0 

‚ МОм) _ 
Jim Mi (a) (13.9) 

Например, функция |и| растет существенно быстрее 
функции |и|В, если «>В. Легко также видеть, что супер- 
позиция М, (#) = М[ О (#)| двух М№М-функций М(&) и О (и) 
растет существенно быстрее, чем М№-функция М (и). 

Нетрудно видеть, что М, (#) растет существенно быстрее, 
чем М(и), тогда и только тогда, когда при каждом = > 0 

М (и) < М, (ви) 

при больших значениях аргумента. 
Лемма 13.1. Если М, (и) растет существенно бы- 

стрее М (и), то М (ч) растет существенно быстрее М№!| (°), 
где №(9) и М, (9) — функции, дополнительные соответ- 
ственно к функциям М (и) и М, (и). 

Доказательство. Пусть заданы сколь угодно малое 
ё > 0 и произвольное 1. В силу (13.9) при больших значе- 
ниях и выполняется неравенство 

м5) < м (). 
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В силу теоремы 2.1 и (2.5) для дополнительных функций 
при больших значениях х выполняется неравенство 

М, (59) < М (9), 

откуда в силу (1.17) 

N, (pv) <eN (2). 
Значит, 

. М1 (69) lim ——~— — 0. 13.10 
v т М (9) 0 ( 

Лемма доказана. 
Если М,(и) растет существенно быстрее, чем М (#), то 

имеет место включение 

Lic Em (13.11) 

Так Kak E,,— максимальное линейное подмножество 

класса Гу, а Гу — линейная оболочка класса [/, то до- 
1 1 

статочно показать, что при любом ^Х функция АХ и(х) принад- 

лежит Си, если и(х)@ Ги. Последнее утверждение выте- 
кает из того факта, что в‘силу (13.9) М (и) < М, (и) при 
больших значениях и. 

Лемма 13.2. Пусть М-функция М, (и) растет суще- 
ственно быстрее, чем М-функция М (и). Пусть семейство 

функций NR равномерно ограничено в пространстве Гм.: 
lla, Kae (U(xJE Х). Тогда семейство MR имеет в Гу 

равностепенно абсолютно непрерывные нормы. 
Доказательство. Пусть задано сколь угодно малое 

= >0. Положим p= 94. В силу (13.10) и теоремы Валле- 

Пуссена (см. стр. 112) функции №, [во (х)], где р (©; №) < 1, 
имеют равностепенно абсолютно непрерывные интегралы, 
т. е. можно указать такое 6 > 0, что для всех функций 
9(х) Е Гу, удовлетворяющих условию р (9; №) < 1: 

м [29 (х)] 4х < 5, 
& 

коль скоро mes & < 8(& = О).
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Пусть в (х) Е Хи 9(х) Е Гу, р(9; М№)<1. Тогда из 

неравенства Юнга следует, что при тез $ < 8 

  

соо < [м [ах молью лах < 
8 8 8 

<= < + 

        

откуда вытекает, что для всех функций u(x) EC MN 

[ a(x) (x) ax < в, 

* |g 
|zx(x; &) || w= sup 

p(v; N)< ; №) <   

  

коль скоро, тез & < 8(8 c 0). 
Лемма доказана. 
Имеет место и обратное утверждение. 
Лемма 13.3. Пусть М (и) М, (и). Пусть каждое 

ограниченное в Ем, множество функций имеет равносте- 

пенно абсолютно непрерывные нормы в Гу. Тогда 

М№-функция М, (и) растет существенно быстрее, чем М (и). 
Доказательство. Допустим, что М, (#) не растет 

существенно быстрее, чем М (&). Тогда в силу леммы 13.1 
№-функция N(v), дополнительная к функции М(и), не 
растет существенно быстрее, чем дополнительная к М, (#) 
функция М, (9). Это значит, что найдутся такое ® > 0 
и такая последовательность чисел х„-+ со, что 

№1 (9„) > Ме») (n= 1, 2, ...). 
Из этих неравенств вытекает, что для чисел и = №, (®„) 

справедливы неравенства 

№1 (40,) > М1 (щ,) (п=1,2,...). (3.12) 
Через С„(п=1, 2,...) будем обозначать такие под- 

1 
множества С, для которых тез = -. Пусть 

п. 

Wn 
—1l; ’ 

Ly (x)= Nin) _ 
0, если ХЕС,. 

если ХЕС,,
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Очевидно, ||и„| м ==1. Так как тез С„->0, то в силу 

условия леммы должно выполняться соотношение 

lim [14| и=0. 
п > с 

Это противоречит вытекающему из (13.12) неравенству 

N~* (wn) 

Ny * (Wn) 

Wn 
We (wn) x(x, Gala = [1%] м == > =. 

Лемма доказана. 
Теорема 13.4. Пусть М-функция М, (и) растет су- 

щественно быстрее, чем функция М (и). Пусть после- 
довательность из (x)ELy (n= 1, 2,...) сходится в сред- 

нем к нулю: 

lim [м, [u, (x) ] dx =0. (13.13) 
а . 

п > © 

Тогда эта последовательность сходится к нулю по норме 
* 

пространства Ly: 
lim |] 2, |] 47 = 0. 

п > © 

Доказательство. Из условия (13.13) следует, что 
нормы |[|и„|и (П=1,2,...) равномерно ограничены. 

В силу леммы (13.2) последовательность и„(х) (п =1,2, ...) 

имеет в [м равностепенно абсолютно непрерывные нормы. 
Так как в силу того же условия (13.13) последовательность 
и,(х) (п=1,2,...) сходится к нулю по мере, то в силу 

леммы 11.2 она сходится к нулю по норме [м.. 
Теорема доказана. 
4. Произведение функций из пространств 

Орлича. — Пусть и(х) Ем, W(X)E Ly. Произведение 
и (х) ®(х), вообще говоря, не является даже суммируемой 
функцией. Однако если М№-функции М, (и) и Ф(и) опреде- 
ленным образом связаны друг с другом, то произведение 
и(х) & (х) может оказаться не только суммируемым, но и 
принадлежащим некоторому третьему пространству Орлича 

Lin, где М.(и) определяется по функциям М, (и) и P(x). 
В настоящем пункте исследуется ряд возникающих в связи 
с этим вопросов,
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В качестве первого примера рассмотрим случай, когда 
* * 

Lu, = L", Loe =L*. Для того чтобы произведение и (х) w(x) 
функций и (х) Е Г и %(х)Е[ было суммируемой функ- 
цией, очевидно, необходимо выполнение неравенства 

1 1 

ay tay <1 
При этом u(x)w(x) принадлежит scem L’, rane Lo y< 

<a Проверку ‘этих очевидных фактов предоставляем 
~ 2 

читателю. 
Перейдем к общему случаю. 
Лемма 13.4. Пусть и (х) — некоторая Функция. Пусть 

и (Хх) ® (х)ЕЕ для всех функций & (х)Е [5, где Е — неко- 

торое пространство Орлича Ly, или пространство [ 
суммируемых функций. 

Гогда существует такая постоянная Е > 0, что 

|4wlle< kell o- 

Доказательство. Формула 

Ао (х) == и(х)(х) ((х)Е Го) 
определяет аддитивный и однородный оператор, действующий 

* 

из [+ в Е. Покажем, что этот оператор замкнут *). Пусть, 
действительно, || — | 5-20 и ||4w,—v||,->0. Toraa 

функции %„(х) по мере сходятся к 5 (х), в силу чего функ- 
ции #(х)„(х) сходятся по мере к #(х) ®(х). С другой 
стороны, функции и (х) „ (х) сходятся по мере ку (х). Отсюда 
и следует, что почти всюду 9 (х) = и (х) в, (Хх). Так как замкну- 
тый оператор А определен на всем банаховом пространстве 

* 

Lo, TO он непрерывен **). 
Лемма доказана. 
  

*) Напомним, что оператор А называется замкнутым, если 
43 ||Wn— olla 0 и |A@,— lly —-0 следует, что о = Ач). 

**) Каждый замкнутый аддитивный и однородный оператор А, 
определенный на полном метрическом пространстве, непрерывен 
(см., например, [53], стр. 47).
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Лемма 13.5. Пусть и(х) ®(х)ЕЕ для всех функций 

и (х)Е Lu, w(x) € Lo, где Е— некоторое пространство 

Орлича Lu, или npocmpancmeo L. Toeda существует 
такая постоянная В >0, что 

Пе || в Аи, [9 Ф- (13.14) 
Доказательство. Как и при доказательстве преды- 

дущей леммы, рассмотрим линейные операторы 

A,,w (x)= u(x) w(x) (w(x)E Lo), 
onpexeteHubie byHKiuamu’ u(x) € Liz, 1“ м < Г. Значения 

этих операторов на каждом фиксированном элементе < (х) Е 

E Lo ограничены, так как в силу леммы 13.4 ограничен, линей- 

ный оператор Ви(х) = и (х) в (х), действующий из Ги В Б. 
По известной теореме (см., например, [3], стр. 68) нормы 

операторов А„ ограничены в совокупности. Пусть ||А„ | < eR. 

Тогда для любых функций и (х)Е Lu. » W(X)E Lo 

Tei |, | le, Wry, tall < 

Sl 4 lly ll 

[zw ||, = 

  

  

Лемма доказана. 
Из этой леммы, в частности, вытекает следующее утвер- 

ждение: если произведение и(х)э(х)®(х) суммируемо для 
v № ., * * * 

любой тройки функций и(х)ЕТм, ч(х)Е Гм, ® (ХЕ Ги, 
то имеет место неравенство 

Гибдо дю сдая < Rell ll ap WO ag, ll ae, 
G 

Это неравенство является обобщением известного нера- 
венства Гёльдера 

f u(x)u(x) w(x) 4х < 

G 
1 1 i 1. 

<A flaca С ( fecal ax)” @ пота»). 
а 

1 
ге — tb — — Д a ate
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Это утверждение справедливо для любого конечного числа 
сомножителей. 

Легко видеть, что произведение и(х)®(х) будет сумми- 

руемым для любых функций и(х) С Гм, w(x)E Lo лишь 
в том случае, когда Ф (и) -3 М, (и) или, что то же, N,(u)-3 ® (x). 
Здесь, как обычно, через Ф (и), №, (и) обозначены М№-функ- 
ции, дополнительные к Ф\(и) и М, (и). Отметим, что нельзя 
указать такое пространство Орлича, которому принадлежат 
все произведения и(х)(х), если Ф (и) = М, (и). Это выте- 
кает из следующей теоремы: 

Теорема 13.5. Пусть и (х) ч(х) принадлежит неко- 

торому пространству Орлича Ly, для любой пары функ- 

ций и (х)Е Lu, w(x)E Ly. Tozda N -функция М, (и) растет 
существенно быстрее, чем 1 (и), или, что то же, Ф(и 
растет существенно быстрее, чем М, (и). 

Доказательство. В силу леммы 13.3 достаточно по- 

казать, что каждое ограниченное в Lu. множество функций 
имеет равностепенно абсолютно непрерывные нормы в про- 

странстве Ly. 

Пусть Г— шар радиуса г в пространстве Lu,.B силу 
леммы 13.5 

[14% | и, < 27 = (U(X)ET, p(w; ®) < 1). 

Из теоремы Валле-Пуссена тогда вытекает, что функции 
u(x)w(x) имеют равностепенно абсолютно непрерывные ин- 
тегралы, т. е. каждому = > 0 соответствует такое 8 >0, 

что | [#9 ® (5) 4х|< = для каждого О, СО, мера кото- 

1 

рого меньше 6. Последнее неравенство означает, что из 
тез С, < 8 следует 

[11 (%) х(х; а), = sup <e. 
р (10; Ф) <!     

J u(x) w(x) dx 
G . 1 

Теорема доказана. 
Теорема 13.6. Если для каждой пары функций 

и (х)Е Ем, w(xje Lo произведение u(x) w(x) принадлежит 

некоторому пространству Орлича Ем. то №М-функции М, (и) 
yu Ф(и) растут существенно быстрее М-функции М. (и).
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Доказательство. Докажем утверждение деоремы, 
например, для функции М, (и). Пусть бе С и х(х,; Ц.) —ха- 

рактеристическая функция множества С,. Так как х(х; Ц!) Е 

ЕЕ, то и(х)х(х; 61) Е Гм, и в силу леммы 13.5 

[1 (х)х (х; Чи, < Ю | и lar, Hl Il 

Пусть семейство функций u(x) С Ги. имеет ограниченные 
нормы |и| и, < @. Тогда в силу предыдущего неравенства и 

формулы (9.11) 

|| 2 (x) x (x; Ч) м, < < ak mes о" (   
mes с. ), 

откуда следует, 4TO 

lim ux = 0 
ned” gt | 

т. е. что функции и(х) имеют в Ly, равностепенно абсолютно 
непрерывные нормы. 

Теорема доказана. 
5. Достаточные условия. Укажем теперь некоторые 

достаточные условия того, что произведения двух функций 

и(х)Е Гм, W(X)E Lo принадлежат некоторому пространству 

Орлича Ё.м.. 
Теорема 13.7. Пусть существуют такие две вза- 

имно дополнительные М№М-функции Ю(и) и О9(и), что при 
и > и выполняются неравенства 

Ю(и) < Mz" {M, (ax) ] (13.15) 

О (и) < М, '[Ф (Ви) |, (13.16) 

где «, В — некоторые постоянные. Тогда для каждой пары 

функций u(x)E Ly, W(X)E Lo npouzsedenue u(x)w(x) npu- 

надлежит Lu, 
Доказательство. В силу (13.15) и (13.16) при всех 

значениях аргумента выполняются неравенства 

М» [В (и) | < М.Ю (ш) 1 М, (в), (13.17) 

М» [9 (и) < М» [© (и) 1-Е Ф (Ви). (13.18)
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Пусть 9(х)ЕЁ к. Тогда 

Гифифо (фах = 

G 
и (х) w(x) ый сдох Те v(x) dx.   

Применяя дважды к последнему интегралу неравенство 
Юнга, получим: 

Г u(x) w(x) u(x) dx 
в 

< 

«авы мо [№ LR (tang) Jae + 

+ м [9 (ть. }e+? f Netocolas} 
ив силу (13.17) и (13.18) 

        

    
  

  

[4 (2) w(x) 0(x) dx «ое М, [В (о) 1 тезб -- 
а 

+ Mz1Q (uo) mes Of M, [FPP] de + 
с 1 

+ Го [че ]ex+2 моста» < со. 
а G 

Таким образом, и (х) w(x)€ Ly, причем 

Гаде) ах |< и и |9, 
а 

(13.19) 

UW = SU 

Lael a, О <   

  

где 

fe = oB (4 + {Me IR (ito) 1 М» 1О (шо) 1 } тез 0). 
Теорема доказана. 
Из этой теоремы, в частности, вытекает приведенное 

1 1 
выше утверждение, что при условии ах! произве- 

1 2 
дение u(x) w(x) принадлежит всем /Т, roe 1<y <= 

== —1"2_. B camom neae, ecnn M,(u)=|u|", Ф (и) = и", 
ay fae |
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a, 

M, (4) =|4|"; то N- “функции Ю (и) = М" [М, (и)] = | и 

9 (и) = М: 1Ф (u) | =| a будут взаимно дополнительными, 

так как.” to +2 = |, 
Zo. 

Hac "будет в дальнейшем интересовать случай, когда 
М№-функция М, (#) удовлетворяет Дз-условию, а Мь (и) = N, (x). 

Как легко видеть, в этом случае утверждение теоремы 13.7 
выполняется, если при больших значениях и справедливо 
неравенство 

№: [№ (и) 1 < Ф (Ви). (13.20) 
Действительно, в силу теоремы 6.3 при больших значе- 

ниях и 

№: [М1 (#)] < М, (Ри), 
т. е. 

M, (4) <Ni*{M, (ku). 
Положив М, (и) = Ю (и), М, (и) = © (и), убеждаемся, что вы- 
полнены условия теоремы 13.7. 

Также легко видеть, что в случае, когда №-функция М, (и) 
удовлетворяет Д?-условию, а №-функция М. (и) — А.-условию, 
то утверждение теоремы 13.7 справедливо, если при больших 
значениях аргумента выполняется неравенство 

M, IN, (u)] < © (Bu). (13.21) 
Для доказательства нужно положить А (и) = М, (и), @ (и) = 
— №, (и) и заметить, что М№М-функция, удовлетворяющая 
Д›-условию, растет медленнее некоторой степенной функции. 

Если М№-функция М.(и) удовлетворяет А’-условию, то 
можно указать еще следующее достаточное условие. 

Теорема 13.8. Пусть М-функция. М. (и) удовлетво- 
ряет А’-условию. Пусть при и > ии выполняются нера- 
венства 

Ю (ви) < М.М: (13.22) 

Q (Bn) < ® [Mz (w)], (13.23) 
где К (и) и @(и) — взаимно дополнительные М-функции, 

a, 8 — постоянные. Тогда для каждой пары функций и (х)Е 
* 

Гм, w(x)€ Lo произведение и (х) в (х) принадлежит Ём,.
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Доказательство. В силу (13.22) и (13.23) при всех 
значениях и выполняются неравенства 

КМ, (4) 1 < В (ищо) - М, (и), (13.24) 
© [8М, (и) | < Q (349) 4 ® (x). (13.25) 

Так как М№М-функция М. (и) удовлетворяет А^-условию, TO 
существуют такие постоянные а@, @1, $, и С, что при всех 
и, © 

M, (uw) < a+ а. М, (и) &.М, (®) -- СМ, (и) М, (). (13.26) 
Пусть 9 (х) Е Ёу.. Тогда 

а чо (до дах = [ally loll / ТТ 969 4х.   

Применяя к последнему интегралу неравенство Юнга, полу- 
чим: 

fe (x) w(x) U(x) dx 

G 
u(x) w(x) <M [late Tete | dz + { Nalo(s)i az}. 

G 

В силу (13.26) 

[ыы тот | 4 <emes Gay ий |= + 

< 

      

  

Тары ео 

+1 ] Ms| Pare | 4 +e f м, [ат | [1 я ах. 
а 

Из неравенств (13.22) и (13.23) следует, что при всех и 

М, (и) < a ++ mM, (и) 

  

М, (и) < Вт Фи,
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где %,, 3, —некоторые постоянные. Поэтому 

Диеты u(x) тет» | 47 < атез О 240; тез @ —- 
I 2 у, well p 

  

taf" [Tater | oe +4 И о + 

+с / Ms | tater М [дах | = < (а- ямы - 346) mes G+ 

+347 +e fel ai | Me | ere | a 
I It ar, ll @ lle 

  

  

В силу неравенства Юнга и неравенств (13.24) и (13.25) 

р (х) {x) (x) | м, [ ит | М, | | 4 < < [R( ам, [9] ах 
G 

+ (м [тыл Teta |) 2 | < 5 | шо) + (Gu) mes a+ 
M (x) (x) + [м О а +f [тет] ‘|< 

< gg (2-H IR (au) + 9 (шо) mes G}. 
Объединяя все полученные оценки, убеждаемся, что для 

всех u(x)E€ Ly, 

    

fu(x) w(x) u(x) dx < со, 

    

а 
причем 

UW = su u(x)w(x)u(x)dax в |и |, , | wey, eB cal J (x) w(x) 0(x)dx |< ka lly lolly 
(13.27) 

где 

— |1 Нав + [2-5 Е в СВ (tty) + 

+ СО (Вшо)| mes G я-а 

Теорема доказана. 

10 Зак. 2810. М. А. Красносельский и Я. Б. Рутицкий
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$ 14. Линейные функционалы 

1. Линейные функционалы 3 [м. Пусть М\(и) 
и № (9) — дополнительные друг к другу №-функции. Пусть 

* 

9 (х) — некоторая фиксированная функция из Ги. Из нера- 
венства Гёльдера (9.16) вытекает, что на всем простран- 

стве [м определен линейный функционал 

Ки) (и, о) = [ибо (ках (и (ФЕ 1). 44.) 
а 

Имеет место неравенство 

< мА, - (14.2) 

где. через ||| обозначена норма функционала, #(и): ° ; 

[И = sup |1(%)|. 
lular <1 

Левое неравенство (14.2) следует из неравенства Г вльдера: 

Ре) |= Те, Фу ии 

Правое. неравенство (14.2) вытекает из (9.12): 

oll y= sup. |(z, 7) [< sup |(ш,‚ 9) |= 21|. 
р (1%; М) < 1 enum < 2 

Ile Il wv 
Введем обозначение: Е (9) = TH ‚ Тогда неравенство (14,2) 

может быть переписано в виде | 

lL<k(v) <2 

Функция А (9) была детально изучена Д. В. Салеховым. 
Ниже приводятся простейшие свойства ‘этой функции. 

В качестве примера вычислим значение функции А (9) для 
пространств Орлича, определенных /Л№-функциями М (и) = 

Я 

НН (а > 1), т. е. для случая пространств /[^. 

Напомним, что для каждой функции и (х) Е Ёу 

1 
11 = 

ешо“ В P| fantacy ax}
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где, = . Поэтому 

НЕЙ ==  зир [Г исдобдах = 
мм < 1 |5 

= sup 1 fu (x) u(x) dx |= 
11| a<i|g 

pF US ar wie) ao | 
о 

== тг зир u(x)u(x)dx Их, 
gage И (04 < 1 ae pe 

откуда | 
1 1 

k(v)=a* BB (u(x) E Ly). 
i 1 . 

Постоянная &” ЩЕ ++ =1) может принимать любые 

значения из полуинтервала а, 9. 
Пусть М (и) и № (©) — произвольные дополнительные друг 

к другу М№-функции. Пусть О, — некоторое подмножество (Ц. 

Положим v (x)= N~™ a) x(x; G,,) rae x(x; G,)— xapak- 

теристическая (PyHKUNA MHOMKecTBa G,. IloKkaxKem, что 

k(v) = mes а, М-* (<) No (==). ^. (14.3) 
mes Gy mes G, 

Из формулы для нормы характеристической: функции вы- 
TekaeT, 4TO||U||,, равна числу, стоящему в правой части 

формулы (14.3). Поэтому достаточно’ показать, что норма 
линейного функционала (14.1), определенного функцией v(x), 
равна единице. —-.. 

.Так как р (9; №)= 1, то 

ОИ = `зир [(ш, 9)|'< sup sup |(a, w)| f= 1 
lellar <1 full <1 p(s М < . 

С другой стороны, 
__ х (х; С1) — | 2] = Sue. 1G, v)| > (= Gm”) " 

_ 10%
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Значит, |1 || =1, и формула (14.3) доказана. 
Таким образом, множество значений функции R(v) по 

меньшей мере содержит множество значений функции 

  

M~* (1) N7* (4) 1 = (века < 1< °). 
Д. В. Салехов показал, что /(71) = соп${ лишь в том 

случае, когда М (и) = Е|и | (х >> 1). Этот результат означает, 
что функция #2 (9) постоянна лишь в случае пространств 1. 

Докажем это утверждение для наиболее простого случая, 
когда 

f(y) =2 (т> — 5) 

Прежде всего отметим, что из равенства / (1) ==с вытекает 
непрерывность правых производных р(и) и 4(и) №-функций 
М (и) и № (и). Действительно, из равенства 

_ _ 1 MIQ)N =  (ыв<1< 5) 
вытекает, что 

М, Мм®._, 
4[№-1(1)] | pimm (pl 

Так как производные 4(и) и р(и) в точках разрыва имеют 
положительные скачки, то из последнего равенства следует, 
что 9(и) и р(и) непрерывны. 

Пусть теперь /(1)==2, т.е. M~* (1) N7* (7) = 21. В силу 
неравенства Юнга всегда 

М (М1. 
Поэтому мы имеем случай, когда в неравенстве Юнга дости- 
гается знак равенства. В силу непрерывности производных 
р(и) и 4 (и) знак равенства достигается, если М" (1) = 

—=4[М№ ̀̀ (1]| или, что то же, М" (1) = p[M~ (7). 
Используя последнее равенство И соотношение 

M7 (1) N7*(7)= 27, moayunm, что для всех 7 > — 

21 = 1 
МК РМ! (3) 
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Положим М" (1) = и. Тогда при р щ = М (ео 
mes G 

р) _2 
M (a) и ° 
  

Интегрируя последнее равенство в пределах от ш no lu. 
получим: 

M (up) М (и) ==“ и]? (и >. ид). 
о 

Из (14.2) следует, что пространство [х можно рассматрн- 
# 

вать как линейное подмножество сопряженного к Км про- 
* 

странства функционалов. Норма пространства Г» при этом 
* 

эквивалентна норме, индуцированной на [/ как подмножестве 

пространства функционалов. Так как пространство Ly полно 
по норме Орлича, то оно в пространстве функционалов об- 

разует замкнутое подпространство. Ly, вообще говоря, не 

совпадает с пространством функционалов на /[.м, так как имеет 
место следующая теорема. 

Теорема 14.1 Пусть М№М-функция М (и) не удовлетво- 
ряет А.-условию. 

Тогда (14.1) не является общим видом линейного функ- 

ционала на Lue 
Доказательство. Пусть Ем — линейное подпростран- 

ство [.м, являющееся замыканием в [м множества ограниченных 
функций. В силу теоремы 9.4 и (10.1) Ем является правиль- 

ной частью Гм. Пусть uy (x)E Lu\ En. Определим на Lu 
линейный функционал 41(и), положив #(1)=1 и (и) =0 
при #(х)Е Ем, а затем продолжив его по теореме Гана — Ба- 

наха [3] с сохранением нормы на все Ly. 
Допустим, что этот функционал 2(и) представим в виде 

[(и) = fu (x)u(x)dx (u(x) € Ly), 
G 

где о(х) — некоторая функция. Образуем последовательность 
ограниченных функций 

v(x) при |9(х)|<пв (п=1,2, ...), 

„(9 | 0 при |9(х)| п.
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По построению функционала [(и) 

fon(*)0(x)dx=0 (n=1,2,...), 3 , 

откуда следует, что функция U(X) почти всюду равна нулю. 
Но тогда и (и) = 0, что противоречит тому, что #(1)=1. 

Теорема доказана. 
2. Общий вид линейного функционала на Ем. 

Теорема 14.2. Формула (14.1), где э (x) € Ly, дает об- 
щий вид линейного функционала на Ем. 

Доказательство этой теоремы проведем, пользуясь 
обычным для подобных теорем рассуждением. 

Пусть /(и) — линейный функционал, определенный на Ем. 
Определим на совокупности всех измеримых подмножеств 6 
множества С функцию множества Р(&) равенством 

Е (8) = Их(х;. &)], 

где х(х; &) — характеристическая функция множества 6. 
Аддитивная функция Р (&) является абсолютно непрерыв- 

ной функцией, так как в силу (9.11) 

                    < тез 8" (тв), mes &, 
откуда 

lim 
mes § >0 

       

В силу теоремы Радона— Никодима [53] функция F (8) 
представима в виде 

Е (8) = fo (x) dx, (14.4) 
$ 

где 9(х) — суммируемая на @ функция. 
Из (14.4) следует, что для каждой измеримой функ- 

ции w(x), принимающей конечное число значений, также 
справедливо равенство 

(и) = f u(x) v(x) dx. (14:5) J : 

Пусть и (х) — произвольная функция из [м, Можно ука- 
зать такую сходящуюся почти всюду к #(х) последователь-
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ность конечнозначных функций и„(х) (п=1, 2,...), что 

jit, (x)1<|a(x)| почти всюду, так что || шь | м ll 2 м. 
Последовательность положительных функций | 4, (x) v(x) | 
также почти всюду сходится к функции |и(х)эо(х)|. В силу 
теоремы. Фату и (16.5) 

| #(9) 9(%) ах| < sup [ооо } = . | 
= sup |2(|un(2) вл) < HAI sup alle SMM 4l ae < 99 

    

Значит, 9 (х)Е Ly. 
Обозначим через А (и) функционал 

| (и) = J u(x) v(x) dx, 
G 

определенный на Ги. В силу (14.5) непрерывные линейные 
функционалы [(и) и 1 (и) принимают одинаковые значения 
на всюду плотном в Ем множестве конечнозначных функций. _ 
Значит, они принимают одинаковые значения на всем Ем, 
т. е. формула (14.5) справедлива для всех функций и (х)Е Ем. 

Различные функции © (х) Е Ём, очевидно, порождают на Ем 

различные функционалы. 
Теорема доказана. 
Норму функционала (14.1), рассматриваемого только 

на Вы, обозначим временно через ||1|],. По каждому =>0 най- 

дется функция и (х) Е Ем, |#|„==1, такая, что 

Гао фах е 
G 

Положим 

„= и(%) при |) |< п (п—=1,2,...). 
0 при [и#(х)| п 

Очевидно, |и„|и< ими и, (Х)Е Ем. Из абсолютной не- 

прерывности интеграла следует, что при достаточно большом п 

| [ и, (х) о (х) ах> f u(x)U (x) dx —é, _ 

в _ - а
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откуда вытекает 

А: > Heal all ell, > fen (x) 0 (x) dx > |||] — 22. 
G 

Из полученного неравенства и очевидного соотношения 
121. ЗА| вытекает, что |И|! = ||, т. е. 

Z| = sup |148). (14.6) 
llellar <1, 

uC En 

Полученное равенство позволяет пользоваться одним и тем 
же обозначением ||| и тогда, когда функционал (14.1) рас- 

% 

CMaTpHBaeTCA Ha BCeM Lay, HM тогда, когда он рассматривается 
только на Ем. 

Если М№- -функция М (и) удовлетворяет Д.-условию, TO 

Ем совпадает с [м ={[м. В этом случае формула (14.1) дает 
общий вид линейного функционала на Гу. 

3. Ем-слабая сходимость. Будем говорить, что по- 
* 

следовательность и„(х)ЕЁм (п=1, 2,...) Ех-слабо схо- 
дится, если последовательность чисел 

Ки) = | 4, (x) v(x) dx ‘ (n=1,2,...) 
G 

сходится для каждой функции 9 (х)Е Ех. 
Приведенное определение отличается от обычного, так 

как функции 9 (х)@ Ех не определяют, вообще говоря, всех 

линейных функционалов на Гы. Это определение совпадает 
с обычным, если обе №-функции М(#) и № (9) удовлетво - 
ряют Д.-условию. 

Если рассматривать слабую сходимость в пространстве Ем, 
то приведенное определение совпадает с обычным, если 
М№М-функция № (©) удовлетворяет А.-условию. 

В общем случае Ем-слабая сходимость — это слабая схо- 

димость в пространстве Ly, рассматриваемом как простран- 
ство функционалов на Ех. Действительно, как уже было 
показано, между элементами этого пространства функциона- 

лов и элементами Гм существует линейное взаимно однознач- 
ное соответствие, при котором нормы соответствующих эле- 
ментов эквивалентны. Таким образом, каждой Е х-слабо сходя-
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* 

щейся последовательности элементов в Ём соответствует слабо 
сходящаяся последовательность линейных функционалов на Ем. 

Из общих теорем (см., например, [35], стр. 193—196) 
вытекают следующие утверждения. 

Теорема 14.3. Если последовательность функций 
ut, (*) € Ly (n=1, 2,...) Ey-caa6o cxodumca, mo нормы 

Ими [м (П=1, 2,...) ограничены в совокупности. 

Теорема. 14, 4 Каждое пространство [Гы Ех-слабо 
полно в MOM смысле, что для каждой Ех-слабо схо- 

дящейся — последовательности функций uy, (x) Е Lay 
(n= 1,2,...) можно указать такую единственную 

функцию и(х)Е Ги, что 

lim [4 (x) v(x) dx = fu (x) U(x) dx (v(x) € En). 

G n-> co G 

Каждое пространство Гы Ем-слабо компактно, т. е. 
из каждой ограниченной последовательности можно вы- 
делить Ех-слабо сходящуюся подпоследовательность. 

Отметим, что Ех-слабым замыканием пространства Ем 

в пространстве Lu является все пространство Ly. Это сле- 

дует из того, что для каждой функции и(>х)Е Ly последо - 
вательность ограниченных функций 

u(x) при |и(х)|<п 
Un (x) = 

0 при |и(х)|>п 

сходится Ех-слабо к и(х), так как 

lim шо — и (х) | э(х)ах =0 
a> CO 

для всех 9(х)Е Е (даже для всех v(x)€ Ly). 
Как было показано (см. стр. 109), нормы функций и, (х) 

также сходятся к |и|м. Таким образом, последовательность 
u,(x) почти везде сходится к и(х), Ем-слабо сходится к и(х} 

1%; | м ||# | м. Однако, вообще говоря, и„(х) не сходятся 
по норме к и(х). 

Каждая сходящаяся по норме Гм последовательность 
функций, очевидно, Ем-слабо сходится. Обратное, конечно, 
места не имеет. В дальнейшем будет использовано следую- 
щее очевидное утверждение.
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Теорема 14.5. Если последовательность функций 

и, (х)Е Lu (n=1, 2,...) En-caa6o сходится и компактна 

в смысле сходимости по норме Гм, то она сходится 
и по норме. 

Иногда бывает удобен следующий признак Ех-слабой схо- 
димости. 

Теорема 14.6. Пусть последовательность и„(х)Е Lu 
{п=1, 2,...) сходится по мере к функции и(х), причем 
нормы |и„|м (п=1, 2,...) ограничены в совокупности. 

Тогда и(х)Е [м и  последовательность и„(х) 
{1=1, 2,...) Ем-слабо сходится к и(х). 

Доказательство. В силу Ех-слабой , компактности 
? 

шара в Ём каждая ограниченная по норме последовательность 

функций из [м содержит Ех-слабо сходящуюся подпосле- 
довательность. Поэтому в нашем случае достаточно пока- 
зать для любой подпоследовательности и, (х), Ем-слабо сходя- 

щейся в [м к #,(х) Е Гм, что щ(х) = u(x). 
Обозначим через х„(х) характеристическую функцию 

некоторого фиксированного множества точек, на которых 

|1 (х) — 4 (|< п, 
а через 9, (х) — функцию 181 [и (х) — и (х)]. 

Пусть задано е _>0. Так как функции 1 (%), и, (Х) 

(Е =1, 2,...) в силу теоремы Валле-Пуссена (см. стр. 113) 
имеют равностепенно абсолютно непрерывные интегралы, то 
можно указать такое 6 >> 0, что при шез& < 8 (ECG). 

[шоботах< =. ии сах < = (k=1, 2,...). 
- & 

a 

$ 

Е 
Будем считать, что 8 < z—. Из сходимости подпоследова- 

тельности и„,(х) по мере к функции и(х) и Ех-слабой 

сходимости этой последовательности к функции ши, (х) выте- 
кает существование такого Ау, что при Rk > № 

P Weng (2) — (2 09 (2) en (2) dx < 
а 

и тез С. < 58, где G, =a ( lt (X) —4(x)| zm - ). 5 тез
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Тогда при В > № 

Ги) — шт дах < 
а 

  

  
<| [ши (2) —tto (2)] U9 (2) Hm (x) dx |b 

G 

+ f |4()— ay, (x) | dx + gf itm ldet J [toe] det 
С бу 

Gy 

+ бони < 
Gk 

< те сие (6 бы +=-+т mes G, << é. 

Так как е произвольно, то 

[#9 — м (%) [к (9) ах =0, 
G 

т.е. Uy (x)= u(x) почти всюду. 
Теорема доказана. 
4. Ех-слабо непрерывные линейные функ - 

ционалы. Будем говорить, что линейный функционал #(и) 
* 

Ем-слабо непрерывен на Ём, если для каждой Ех-слабо схо- 

дящейся к элементу #1 (х)Е [м последовательности и, (х)Е Lig 
(n=1, 2,. ..) имеет место равенство 

lim (up) = #(щ)). 
7 => со 

Из определения вытекает, что функционалы вида (14.1), 
где 9(х)Е Ех являются Ех-слабо непрерывными. Имеет ме- 
сто и обратное утверждение. 

Теорема 14.7. Каждый Ех-слабо непрерывный ‘на Ls 
линейный функционал представим в виде (14.1), где 
9 (х)Е Ем. — 
’ Доказательство. Рассмотрим пространство Ем функ- 
ционалов, определенных на пространстве Ey. В силу тео- 
ремы 14.2 об общем виде, линейного функционала в Е N 

между  функционалами fE Ey и функциями “(X)E Lu
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существует взаимно однозначное соответствие, определенное 
формулой. 

f(v)= f v(x) a(x) ах (ие, v(x)€ Ey). (14.7) 
G 

При этом в силу определения Ех -слабой сходимости после- 

довательности функций u,(x)€ Ly, Ем-слабо сходящейся 

к функции u(x)€ Ly, взаимно однозначно соответствует 
последовательность функционалов 

Л» (в) = f (x) u(x) dx, 
G 

слабо сходящаяся к функционалу 

и | U(x) u(x) dx. 
G 

Пусть &)(“4)—nekoToppii Ey-cna6o непрерывный функ- 

ционал, определенный на пространстве Ly. Определим на 

пространстве Ех функционал Ф (А) (ХЕ Ех) следующим ра- 
венством: 

Ф(Л=Ь (и). (14.8) 
где и (<) 6 Ги — функция, соответствующая функционалу ff 
в силу взаимно однозначного соответствия, установленного 
между функционалами Ha Ey и функциями пространства Ly- 

Очевидно, что из Ем-слабой непрерывности функционала 

J(u) wa Ly следует слабая непрерывность функционала @(f) 

на Ех. Так как пространство Ех сепарабельно, то в силу 

теоремы Банаха. об общем виде слабо непрерывного функ- 
ционала в сопряженном пространстве *) существует такая 
функция 9, (х)Е Ех, что 

® (f) =f (uv) 

*) Эта теорема Банаха (см. [3] ) гласит: если Е — сепарабель- 
ное пространство, а Ф (?) —слабо непрерывный на сопряженном 

к нему пространстве Е функционал, то существует такой 
элемент ч, ЕЁ, что , 

® (f) = fF (vp) 

  

для всех f CE.
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для всех ДЕ Ех, т. е. 

Ly (и) = fv (x) u(x) dx 
G 

maa Bcex u(xX)E Ем. 
Теорема доказана. 
5. Норма функционала и |9|| у). Если в простран- 

стве [м рассматривать норму Люксембурга |и#| м, (см. § 9, 

пункт 7), то норма каждого линейного функционала L(x), 
допускающего интегральное представление (14.1), определится 
равенством 

  

  

Ию = sup | [#(%)° (5%) ах |, 
(М) < 1 | . 

и в силу (9.25) 

Иа == 9. 
Имеет место и следующее равенство: 

Hl = loll: (14.9) 
где через ||| обозначена обычная норма функционала (14.1). 
Это равенство совпадает с равенством 

[о (у = sup [+ a(x) dx . 
Нм <1 G 

Для доказательства (14.10) заметим, что из (9.26) сле- 
дует неравенство 

(14.10) 

  

  

sup 
lleellag <1 

<] (№). [aoc ах 
G 

Таким образом, достаточно показать, что 

[ 2(*)o(~) dx = ||| (14.11) 
а 

Обозначим через Т единичный шар [9 м) < 1, рассма- 

триваемый как подмножество пространства 2, суммируемых 
на С функций. 

Выпуклое множество т: замкнуто по норме [., так как из 

tim Jle(Q—w)|dx=0 (v, (x) € T) 
пс 

    

sup 
м <! 
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следует, что 9„(х) сходятся к w (x) по мере, ‘причем в силу 
теоремы Фату и (9.21) 

JN too dx < sup УС ах <! 

Ilyctb Up (х) — некоторая ненулевая фиксированная функ- 
ция из пространства Гу. Очевидно, функция 

(1 2) 20) tate) ЕТ, где e>0. 
Il Zo ll «ayy 

Как известно [3], можно построить такой линейный функ- 
uvonan f(v), определенный на [., что 

Раю >1®) ЕТ). (14.12) Uo Il 

Функционал /`(9) допускает [2] интегральное представление 

f(w)= fo(x)h(x)dx — (W(*)EL)), 
G 

где #(х) — некоторая в существенном ограниченная функция. 
Поэтому из (14.12) следует, что 

lve Up (X%) h(x) dx > sup -[ v(x) h(x) dx — ФЕТ J . || 201] (№). 
а 

= sup .f ju(x)||a(xldx 
ма 

и в силу (9.25) 

Ate Дос Мы 
а 

I] Bo Il (№) 

Отсюда 

(Ite) / Up (x) ‘Tay я он 

и в силу произвольности :. 
h(x) a 

] о) тень 9% 21. . 
а . 

Из этого неравенства вытекает (14.11). 

ne



ГЛАВА Ш 

ОПЕРАТОРЫ В ПРОСТРАНСТВАХ ОРЛИЧА 

_$ 165. Условия непрерывности линейных интегральных 
операторов 

1. Постановка задачи. Во всей главе изучаются 
линейные операторы А, действующие из одного простран- 

* . * 

ства Орлича`Ём, в другое пространство Ём.. Через {В, -+ В.} 
будем обозначать класс ‘линейных операторов, действующих 
из пространства В, в'пространство В.,. Класс непрерывных 
операторов будем обозначать через {В, >> В.; н.}, а класс 
вполне непрерывных — через {В, — В.; вп. н.}. 

В основном нас будут интервсовать интегральные опера- 
торы вида 

Аи (х) = | №(х, у)и(у) ау. (15.1) 
. G " . . . 

Основная задача настоящего параграфа заключается в вы- 

яснении условий, при которых оператор (15.1) непрерывен 
как оператор, действующий из [^ в [7,, т. е. удовлетво- 

М, Мо 

ряет условию 

Аи |, < ПА, , 
где ||А|| — некоторое число. 

Условия непрерывности оператора А будем искать, есте- 
ственно, в различных характеристиках ядра ^(х, гу). Наибо- 
лее удобной такой характеристикой является принадлежность 
ядра некоторому пространству Орлича, т. е. конечность ин- 
теграла 

ГГ вв (=, улах ау 

а 
при некотором ч.
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Ниже через С обозначается топологическое произведение 

ОЦЖС с естественно введенной мерой. Через Ёы, Lu, Ey 

будем обозначать соответственно класс и пространства Ly (G), 

Ly(G) 4 Ex(Q@). 
2. Общая теорема. Через М, (9) и М№. (9), как обычно, 

будем обозначать М№-функции, дополнительные к заданным 
№-функциям М, (и) и М. (и). 

Теорема 15.1. Пусть Ф(и)— такая М-функция, 
что при и(х)Е См, %(х)Е Ly, 

w(x, y)=4(y)v(x)E Lo, (15.2) 
причем 

    e(x, Wila<Zllelly lolly, (15.3) 

где [— некоторая nocmoannag. Ilycms Adpo k(x, у) ли- 
нейного интегрального оператора (15.1) принадлежит 

пространству Ly, 2de W (9) — М-функция, дополнитель- 
ная к М-функции Ф (и). | | 

Тогда оператор (15.1) принадлежит {[и,-— [ы,; н.. 
Доказательство. В силу неравенства Гельдера и (15.3) 

при и#(х)Е Ly. 9 (х) Е Гм, 

fae def f kx y)u(y)o(xdx dy < 
с 

< (х, уе | (х, У ИЕ, УТ ы» (5.4) 

откуда следует, что оператор А действует из Ly, B Lu, 
Так как |9], < 2 при р(9; №) < 1, то из (15.4) вы- 

текает, что 

Au — su ПА, — SUP 

< 2 (х, и, (15.5) 

Таким образом, оператор А ограничен и, следовательно, 
непрерывен. 

Теорема доказана. 
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Из неравенства (15.5) получаем оценку для нормы опе- 
ратора А: 

All = eee, Alla, SRC У)| 5. (15.6) 
М. <! 

Эта оценка, конечно, является завышенной. Ее можно 
во многих случаях улучшить. Один из способов улучшения 
оценки нормы оператора А может быть основан на приме- 
нении усиленного неравенства Гельдера (9.26). 

3. Существование функции Ф(и). Применение 
теоремы 15.1 требует знания такой функции Ф (и), для кото- 
рой выполнены условия (15.2) и (15.3). 

Лемма 15.1. Пусть М№М-функция Ф (и) определена как 
дополнительная к №М-функции 

У (9) = М» [М, (9)]. (15.7) 

Гогда выполняются условия (15.2) и (15.3). 

Доказательство. Пусть и (х) Е Ем, v(x) € L'y,. Mo- 
кажем вначале, что выполняется условие (15.2), т. е. что 

функция W(x, y) = u(y) v(x) принадлежит пространству Le 

Пусть 2(х, УЕ Ly . Так как 

[ fo У) 8(х, уахау| < 
0     

  |1 (5) 1,19 (х) | 
<llally,lielly, ff lec 9) WU a, ПИ м, ах ау, 

а 

то в силу неравенства Юнга (2.6), примененного к первым 
двум множителям, стоящим под знаком интеграла в правой 
части, 

ff oc. yya(x, y)dxdy|< 
é   

  

«ый, Л] ме More de 4y + 
| 

w(y) Jlv(x)| 
+ м] lolly, eat 

G 

11 Зак. 2810. М. А. Красносельский и Я. Б. Рутицкий . 
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Применяя к первому слагаемому в фигурных скобках снова 
неравенство Юнга, получим: 

ff У) = (х, у)ахау 
Gj 

< 

    

[ «мы, 9, БУ мым, Ее, lax dy+ 
G 

‚м (Toi Деу м, [ад J Tin axl. 

(15.8) 

    

Tak Kak 

] № fara dx<l, fm liar Чу < 1, 

а функция 9(х) суммируема, то из (15.8) вытекает, что 

[ [om в» уаяау| < 
G 

  

    

  
  «ыы ] ] [8 (х, у] 4х ау-Етез o+ | Toi, ых “| 

а 
а 

(15.9) 

откуда и следует (15.2). В силу неравенства Юнга 

| v (x) | v (x) i лен, < мк | ax + М, (1) тез @ < 

< 1- My (1) mes Ц. 

Поэтому, если p(g(x, y); 9) <1, то из (15.9) следует, что 

[fe y g(x, у)ахау| < 

G 

  

1% (х, У)|5= sup 
р (9; \) < 1 

ЗИ“, 
  

где 

{—=2-+ mes G+ M, (1) mes G. (15.10) 

Лемма доказана.
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Аналогично доказывается 
Лемма 15.2. Пусть М-функция Ф (и) определена как 

дополнительная к М-функции 

Ч (9) = N, [M, (v)]. (15.11) 

Тогда выполняются условия (15.2) и (15.3). 
В условиях леммы 15.2 постоянная / определяется равенством 

1—2 + тез @ + М, (1) шез Ц. (15.12) 

4. Об одном свойстве М-функций, удовле- 
творяющих Д’-условию. При исследовании линейных 
интегральных операторов важную роль играют такие Л!-функ- 

ции М(и), что из и(х), 9(х)Е Гм следует и (у)9(х)Е Ly. 
В этом пункте выясняется, какие №-функции обладают этим 
свойством. Очевидно; указанным свойством обладают \-функ- 

ции М (и) = Ш (а > 1). 
Лемма 15.3. Пусть из и(х), ч(х) Е Ги следует, что 

функция ш(х, у) = и(у) о (х) Е [м. 
Тогда М№М-функция М (и) удовлетворяет А,-условию. 
Доказательство. Допустим, что /Л№-функция М (и) 

не удовлетворяет А.-условию. Тогда найдется такая монотон- 
ная неограниченно возрастающая последовательность чисел 1), 

что 

М (2и,) > 2 М (2") Ми) @=10,...). (15.13) 

Построим такие непересекающиеся множества С@„с<@, что 

M (2) mes G 
mes On = iM) (n= I, 2,...), 

И такие непересекающиеся множества &„<= С, что 

M (u;) тез С 
— —=1, 2, ...). mes &, М (и) (п 2 ) 

Положим 

(2, если ХЕСЦ, (n=1, 2,...), 

(= | 0, если x€ 0 Gr» 
n=1 

11*
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. (up, ecan x€8, = 2,...) 

о если rE US, 

Тогда 

J mtoconde= у [ Mw@las= Dae ) mes G, = 
n=1G, 

= M (2) mes G < co, 

J Me@ar— у [мшадах = SM (in) més 8, — 
n=1 &, п=1 

— М (&,) тез @ < со. 

С другой стороны, при сколь угодно большом А 

Ul M[2 OE) asd y= 

ХУ Гм нау 
i а; 

ит
: 

| 

2” un M (2) M (23) (mes G)? >y u(2 Jaw, mes &, > 5 ¥ Meu) Un) МР) Мир) 

—
 

т
 

  

8; 

2a =: М тез С; mes $, > 

1 —
 

Qa
, I 

  

  

n=1 n=m 

где 2”-* > В. Отсюда в силу (15.13) 

ff m[E@2@) ax dy со. 

G 

Таким образом, и(х), 9(х) Е Ем, a u( y) v(x) € Lin. 
Лемма доказана. 
Теорема 15.2. Для того, чтобы для любой пары 

функций и(х), 9(х)Е Lu npouzsedenue w(x, y)=u(y)vu(x)
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принадлежало пространству Ем, необходимо и доста- 
точно, чтобы М№М-функция М (и) удовлетворяла А" -условию. 

Доказательство достаточности. Пусть №-функ- 
ция М (и) удовлетворяет Д’-условию, т. е. существуют такие 
положительные постоянные ии С, что 

M(uv)<CM(a)M(v) (a, vu). (15.14 

В силу леммы 5.1 функция М (и) удовлетворяет Д,-условию. 

Поэтому Lu = Ly. 

Пусть и(х), 9(х) СЁм. Обозначим uepes G,, (cooTBeT- 
ственно G,) множество @{|и(х)| > и} (соответственно 
G {|v (x)| > uo}), rae и, — число, фигурирующее в условии 
(15.14). Тогда в силу этого условия при ХЕС,, УЕ Ц, 

М [1 (у)9(х)] < СМ [1 (у) М [9 (х)]. 

Из этого неравенства и очевидного равенства 

[J Mui) o@laxdy= я | 

= [ [Me ol dx dy [ [ Mia(y) o(*)] dx dy+ 

G, % G\ Cy Gy 

+f Г меб слахау-- | Г мшоэсдахау 
а, в\@, са, ва, 

вытекает, что 

[f Muoo@lacay< 
G 

<C f Miao) dy [мостах - тез в [Мио ()] dx 
G а а 

-- mes G f Mla (УЛау-Е М (и?) (тез Gy, (15.15) 

G 

и так как #9(х), ии(х)Е Гы, то u(y) v(x) € Ly = Ly: 
Доказательство необходимости. Пусть функ- 

ция: w(x, У) = и(у)9(х)Е Ём, если u(x), v(x)€ Ly. В силу 
леммы 15.3 М№М-функция М(и) удовлетворяет АД,-условию. 

A 

Поэтому Lig = Ly.
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Допустим, что /М№-функция М(и) не удовлетворяет 
А’-условию. Тогда найдутся такие монотонные неограниченно 
возрастающие последовательности положительных чисел U,, 
9, п=1,2,...), что 

М (ио„) > 2" М(и) Мо) (п=12,...). (15.16) 

Построим множества С,=@ и &,с С, у которых 

__ М (&1) тез а пез 8, —.М 9 тез С (п =—1,2,...), 

2" M (un) ’ 2"M (vn) 
npuyem G;G;—0, &N&—0 (i # j). Положим 

mes G, = 

{u,, ecm xEG, (n=1, 2,...); 

4) = 0, если xe Gi» 
и n=1 

[о если хЕ&, (п=1, 2, ...), 

о если «EU Sn. 
n=1 

Тогда 

[ми ах = У, [Гмшодах= Хм ) тез G, = 

а п=1 @„ 

— М (и!) тез @ < со 
И 

f Miv(x)] ax = у f iwc ide— 3) (0) mes, 

С n= 1&y 

= M(v,)mes G < ©. 

С другой стороны, 

Г] мшбуоая у = их | [мшо)®лахау= 
t=1 j=1 а, 8; 

=SS meopmesoumest, > Yanan Meaeasar, 
$=11=1 n=l 
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и в силу (15.16) 

Г [меб (ах ду = оо. 

G 

Таким образом, и(х) ЕЁ, 9(х) Е 1, а щ(х, у) = 

—=и(у)9(х) Е [и=Ем. Мы пришли к противоречию. 
Теорема доказана. 
Из доказанной теоремы вытекает, что не для всех Л-функ- 

ций (даже удовлетворяющих Д»-условию) из и (х) € La, 

v(x) Е Ги вытекает и ( у)о (х) Е Lu. 
Лемма 15.4. Пусть М-функция М (и) удовлетворяет 

Д’-условию. Тогда найдется такая постоянная а > 0, что 

2 (y) OX) ap <4 lla ll ae (15.17) 
npu u(x), v(x) € Ly. 

Доказательство. Пусть при и, чи > 1 

M (uv) < CM (a) M(v). 

В силу (15.15) 

JJ M| sohaty- acl ta | 2 4 < 
G 

< м [ыы] 45 J" (rei | ах + 

snesof м «© Jay нм (иг) (тезб}, 
G 

  

  

  

  

  

/\ и, так как р (таре; м) < 1, 2 ( M) <1, TO 

] f ml eel |axdy <C+2 mes G-+M (us) (mes Gy. 
. бо 
G 

[ем Пе Нм 

о e 

olla’ 

  

Следовательно, 

u(y) v(x) u(y) v(x) 
<! М ахау < Meg Vola +f | ae el I oly 7 

< 14-C-+ 2 мез М (1) (мез Ц}. 
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Отсюда следует неравенство (15.17), в котором 

a= u5[1+C+2mesG-+M ( 45) (mes а}. (15.18) 

Лемма доказана. 
Пусть 9 (и) и Ю(и)—две №-функции. Напомним, что со- 

отношение © (1) -3 Р (и) означает существование таких постоян- 
ных Ри 1 0, что 

Q(u)<R(ku) — (и>щ. 
В силу теоремы 13.1 соотношение @ (и) 3 Р (и) равносильно 

включению [в < Lo. Напомним также (теорема 13.3), что из 

включения [< Lo вытекает существование такой постоян- 
ной (4 >0, что 

о < 918 (#961. 
Теорема 15.3. Пусть М-функция Ф(и) удовлетво- 

ряет А’-условию, причем 

Ф (и) ЗМ, (и), Ф(и) ЗМ, (№. (15.19) 

Гогда выполняются условия (15.2) и (15.3). 

Доказательство. Пусть и(х) Е Lu. U(x) E Ем, . 
В силу (15.19) и(х) Е Г, v(x) ЕЁГь. Тогда в силу леммы 

15.4 w (x,y) = u(y)u(x) EL, и 

[#2 (у) 9 (ха ие [° |. 

Из (15.19) вытекает существование таких постоянных 41 
И 42, что 

о 9, (# (*)ЕЁы,), [° [5 < 92° (YE Ly,). 
Поэтому 

19 (У) 9 (6 Ия, 
где [= 44140. 

Теорема доказана. 
5. Достаточные условия непрерывности. 
Теорема 15.4 (Основная теорема о непре- 

рывности). Пусть Ф (и) и ТФ (9) — дополнительные друг 
к другу №М-функции. Пусть ядро R(x, у) линейного инте- 

грального оператора (15. 1) принадлежит пространству Ly.
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Тогда оператор (15.1) принадлежит { Luv, —> Ly; u.}, 

если выполнено одно из следующих условий: 

а) Mp IN, (0) 3 ¥ (2), (15.20) 
6) N.[M, (2)] 3B (2); (15.21) 

в) функция Ф (&) удовлетворяет А’-условию и 

М№, (©) 3 Ч (5), М, (9) ЗЧ (о). (15.22) 

Доказательство. В силу теоремы 3.1 из условия а) 
вытекает условие леммы 15.1, из условия 6) вытекает усло- 
вие леммы 15.2, а из условия в) — условие теоремы 15.3. 
В этих леммах и теореме 15.3 утверждается, что выполнены 
условия теоремы 15.1, из ‘которой вытекает доказываемое 
предложение. 

Теорема доказана. 
Отметим, что №М-функция Ч (9), фигурирующая в условии 

в), должна удовлетворять условию 

[9-3 Ч (9), (15.23) 
| 
где &«`>1. Это следует из того очевидного факта, что усло- 
вию (15.23) удовлетворяет каждая №-функция, дополнитель- 
ная к которой удовлетворяет Д.-условию. 

Условия а), 6), в) теоремы 15.4 не эквивалентны. Поэтому, 
например, при выборе функции Ч (©), удовлетворяющей усло- 
вию (15.20) или (15.21), естественно вначале выяснить, какая 
из суперпозиций, М. [М№, (9)] или №, [М. (®)], растет «медлен- 
нее». Возникает предположение о том, что для ответа на 
этот вопрос достаточно знать, какое из двух соотношений 
М, (и) 8 М. (и) или М, (и) 3 М\-(и) имеет место. Оказывается, 
что это не так. 

Например, при №, (#)= и?, М. (и)=е Ч — | и |-— 1 имеет место 
соотношение М, (и) -3 М. (и). При этом №М-функции №, [М, (9) 
и М5 [М (9)| не эквивалентны и №, [М> (°9)] 3 MIN, (v)], 
так как 

N, [My (v)| ~My (0), ММ, («ей —1 
и при любом k > 0 

N, [Me (Rv)] 

Ma [Ny] lim 
Vv>m
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Для М-функций №, (и) == е — |и|— Ти М, (и) = е* — 1 
также справедливо соотношение М, (и) 3 М. (и); №М-функции 
№, [М. (9)] и М, М, (©®)] снова не эквивалентны, однако 
М [М, (5)] 3 №, [М, (®)], так как при любом Ё > 0 

(о М1 [2 (9)] __ 
м. Мы [М1 (9) 

Детальное сравнение условий а), б) и в) теоремы 15.4 
будет проведено ниже. 

6. О расщеплении непрерывного оператора. 
Пусть А — положительно определенный самосопряженный ли- 
нейный оператор, действующий в пространстве /2 функций, 
суммируемых с квадратом на С. Как известно [2|, оператор А 

допускает спектральное разложение 

A= far, 
0 

где Е — спектральная функция оператора А. Оператор А? 
тогда допускает спектральное разложение 

A? = frac, 
0 

В случае, когда оператор А вполне непрерывен, спектраль- 
ное разложение заменяется бесконечным рядом 

Ag (2) = L(G, e)e(x)  (~(x)EL%), (15.24) 

где е;(х)— собственные функции оператора А, соответ- 
ствующие отличным от нуля собственным числам /;. Через 
(е, $) обозначается скалярное произведение функций е(х) 
и Ф(Х): | 

(е, p)= fe(x) ¢(x)dx. 
а 

В этом случае 

AP 9 (x)= QM (Cir Фе (>).
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Говорят, что оператор В, действующий из банахового 
пространства Е, в банахово пространство Е, с областью 

определения D(B), допускает непрерывное продолжение В, 

если ВЕ {Е, > Е; н.} и Вф= Вх при ФЕД В). 
Теорема 15.5. Пусть М (и) и М№М(и) — взаимно допол- 

нительные М-функции, причем М(и) 3 и? 3 М(и). Пусть 
оператор А? (А — положительно определенный самосопря- 
женный линейный оператор из [2-х [2; н.}) допускает 
непрерывное продолжение в оператор АЕ {Ey > Ly; ue}. 

Тогда АЕ |1. Ем; н.]. 
Доказательство. Пусть $(х)Е 17. Тогда по нера- 

венству Гельдера 

[АФ||?, = (А?ф, Ф) = (A2 9, 9) <All ar Ul Pll ay < I APT! loll’: 

T. е. 

WAG <] (@(*)EL?). (15.25) 

[? плотно в Е», так как содержит все ограниченные 

функции. Поэтому из (15.25) вытекает, что оператор А до- 
пускает непрерывное продолжение на все Е». Продолжен- 

ный оператор будем обозначать через А,. Скалярное про- 
изведение [($) — (A, 9, $), где ф(х) — фиксированный элемент 
из [^, определяет линейный непрерывный функционал на Ех. 

По теореме 14.2 об общем виде линейного функционала на 
Ех найдется такая функция u(x) Е Гу, что 

(6) = ($, и) = [9 и(хах. 
G 

# 

Определим оператор А, равенством 

Ai) (x) = u(x). 
В силу (10.4) 

JArpllae—= зир |(Агф, $) |< sup |($, А,9) | < 28. 
(9; N)<1 $1 м<2 PAP 

$(2) Ем $(2) ЕЕм 

Следовательно, оператор А! принадлежит [12-Гм; н. }. По- 

кажем, что А!ф (х) = Аф(х), если $ (х) Е ГГ. Это следует из
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того, что для любой функции Ф(х)Е [2 

(А:$, 9) = (, Arg) = (p, Ag) = (Ad, 9). 
Теорема доказана. 

1 

Корень квадратный А? из оператора А определяется как 
1 

такой оператор, квадрат которого равен А. Оператор А? 
имеет спектральное разложение 

i i 
A? — fe АЕ), 

0 

а в случае вполне непрерывного оператора (15.24) 

~ 1 

AFe() = № №: (е i? ~) e; (x). 
— 
—_ 

Теорема 15.6. Пусть положительно определен- 
ный самосопряженный непрерывный в [2 линейный опера- 
тор А допускает непрерывное продолжение в оператор 

АЕ {Ен Гу; н.}, где М (и) 31? 3 М (и). 
Тогда оператор А допускает представление 

АНН», (15.26) 

где НЕ {12 > Гу; н.}, а Н* — сопряженный к Н оператор 

з {Би 12; н.} *). 
1 

Доказательство. Положим Н=А?. В силу теоре- 
мы 15.5 Н принадлежит {/2—[ 7; н.}. Оператор НН* на L? npu- 
нимает те же значения, что и оператор А, так как для лю- 
бой пары функций 9 (x), p(x) EC L? 

1 1 

(HH"¢, $) = (H"¢, Hh) = Cu АЗ) — (Аф, 4). 
Поэтому, оператор НН* является непрерывным продолжением 
оператора А в оператор из (Ем — Гу; н.}. 
  

*) Оператор Н* определяется при помощи равенства 

(Нф, 9) = ($, НУ) ($(х) 617, 9 (%*) (Ву).



$ 16] условия ПОЛНОЙ HENPEPLIBH. ЛИНЕЙНЫХ ОПЕРАТОРОВ 173 

Равенство (15.26) вытекает из того факта, что непре- 
рывное продолжение оператора А единственно, так как [2 
плотно в Ем по норме пространства Ем. 

Теорема доказана. 

Представление А = НН* будем называть расщеплением 
оператора А. 

$ 16. Условия полной непрерывности 
линейных интегральных операторов 

1. Случай непрерывных ядер. Продолжим изуче- 
ние линейного интегрального оператора 

Au(x) = f k(x, y) u(y) dy. (16.1) 
G 

В настоящем параграфе изучается вопрос об условиях 
полной непрерывности оператора (16.1), т. е. об условиях, 
при выполнении которых оператор (16.1) преобразует еди- 
ничный шар пространства Lu, в компактное множество про- 

странства Ем. 

Лемма 16.1. Пусть ядро №(х, у) непрерывно на G. 
Пусть Ly. и Гу, — два произвольных пространства Орлича. 

Тогда оператор (16.1) принадлежит {Гу Е; вп.н.}. 
Доказательство. В силу теоремы 15.4 оператор А 

принадлежит (Ём, —> Ём,; н.}. 
Пусть Г— единичный шар пространства Г. Так как 

feel ax <lally, los G)|I v, <_mes GM; *( 1 
é тез С 

для u(x)ET, To npu xEG, u(x)ET 

с Аш) [1] №, ») 0) < Ктез ом: * (пб), 
G 

mes G 

  

где К —= тах | А (х, У)| (x, yEG). 
` Значит, функции | Аи (х)|и(х)Е Т) равномерно ограничены. 

Пусть задано -е >> 0. Выберем такое `б > 0, что 

- [В (Жь У)— № (хь, У) < 
Е 

mes GM;* (=z) 
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при @ (хи, х2) < 5, где через @ (х!, х›) обозначено расстояние 
между точками х;, ХС С. Тогда при 4 (хи, х.) < 65 для лю- 
бой функции и(х)ЕТ в силу формулы для нормы характе- 
ристической функции множества С в пространстве Ly, 

[Аш (хе) — Аи (| < f [eG 9) —R (x Nila) lay < 
G 

  <— J lewlar<e. 
mes GM, (mera a) é 

Таким образом, функции Аи (х) (и(х)ЕТ) равностепенно 
непрерывны. 

В силу теоремы Арцела множество АТ компактно в про- 
странстве С непрерывных на С функций и, тем более, ком- 
пактно в любом пространстве Орлича. 

Так как функции Ай(х) непрерывны, то они принадле- 
жат Ем... 

Лемма доказана. 
2. Основная теорема. Условия полной непрерывности 

операторов вида (16.1) можно получить, используя признаки 
компактности семейства функций в пространствах Орлича. 
Более простой путь заключается в установлении возможности 
сколь угодно точной аппроксимации оператора (16.1) заведомо 
вполне непрерывным оператором. В качестве таких аппро- 
ксимирующих операторов удобно рассматривать также интег- 
ральные операторы, но с непрерывными ядрами. 

В некоторых случаях условия теорем 15.1 и 15.4 явля- 
ются достаточными для полной непрерывности оператора 
(16.1). Неизвестно, достаточны ли они в общем случае. 
Оказывается, что полная непрерывность оператора (16.1) 

будет гарантирована, если условие А (х, yE€ Ly в теоремах 

15.1 и 15.4 заменить более жестким условием А(х, У) Еут. 
Мы докажем то из соответствующих двух утверждений, ко- 
торое будет в дальнейшем использовано. 

Теорема 16.1 (Теорема о достаточных усло- 
виях полной непрерывности.) Лусть Ф (и) иТ (9) — 
дополнительные друг к другу М-функиии. Пусть ядро 
R(x, У) линейного интегрального оператора (16.1) при- 

надлежит пространству Ех. Тогда каждое из условий
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а), 6), в) теоремы 15.4: 

а) м [А, (9)1 -3 Ч (ч), 
6) М, [М, (9) 3 Ч (), 
в) функция Ф(и) удовлетворяет А’-условию и 

М; (ч) -3 Ч (9), М» (9) ЗЧ (о), 

достаточно для того, чтобы оператор (16.1) принадлежал 
* 

{L, — Ey,; BM. н. }. 

Доказательство. Так как Р(х, У) Е Ет, то можно 
построить такую последовательность А№„(х, у) (п=1,2,...) 
непрерывных ядер, что 

ее, У — №, (5, У) < п- 
Через А»„ будем обозначать линейные интегральные опе- 

раторы 

Али (х) = | №, (х, у)и (5) ау. 
а 

Эти операторы в силу леммы 16.1 действуют из Гм, B Ey, 
и вполне непрерывны. 

В условиях доказываемой теоремы выполнены и условия 
теоремы 15.1. Поэтому в силу (15.6) 

2 ПА— А, |< 2 (х, У)— hen (% Dy <= (w= 1,2, «..). 

° Значит, оператор А можно с любой точностью аппро- 
ксимировать по норме вполне непрерывным оператором со 
значениями в Би.. Отсюда и следует утверждение теоремы. 

Теорема 16.1 может применяться в двух различных ва- 
риантах. 

Во-первых, может ставиться задача о свойствах функции 
Ф (9), при которых оператор (16.1) действует из заданного 

пространства Lu. в заданное пространство Ем, и вполне не- 
прерывен. В этом случае применение теоремы 16.1 упи- 
рается в проверку того факта, принадлежит ли ядро Ё(х, у) 

пространству Ех, т. е. выполняется ли при всех ^ >> 0 условие 

Гео, у ах ау < со. (16.2) 
&
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Если М№М-функция (9) удовлетворяет Д,-условию, то 
(16.2) равносильно условию 

ff Pee, y)| dx dy < 00. (16.3) 
e 

Если же М№-функция Ф(9) не удовлетворяет Д.-условию, то 
проверка условия (16.2) становится затруднительной. Нетрудно 
видеть, что (16.2) выполняется, если 

J J EQ, ml} dx dy < 00, (16.4) 
G 

где О©(и)— некоторая /Л-функция. Отметим также, что 
в условиях (16.2), (16.3) и (16.4) вместо функции Т (9) 
можно писать любую другую функцию Р (9), являющуюся 
главной частью Л№-функции, которая эквивалентна \ (5). 

Во-вторых, может ставиться задача об отыскании таких 
М№-функций М, (и) и М. (и), чтобы оператор (16.1) с задан- 

ным ядром Р(х, У) действовал из Ly, в Ем, и был вполне 
непрерывен. Л-функции М, (и) и М. (и) тогда выбираются 
так, чтобы выполнялось одно из условий (15.20), (15.21) 
или (15.22). 

3.. Полная непрерывность и Ем-слабая схо- 
димость. Как известно, вполне непрерывные линей- 
ные операторы, действующие из одного банахова про- 
странства в другое, преобразуют слабо сходящиеся последо- 
вательности элементов в последовательности, сходящиеся по 
норме. 

Так как класс Ех-слабо сходящихся последовательностей 
в пространстве Орлича, вообще говоря, шире класса после- 
довательностей, слабо сходящихся в обычном смысле, то для 
того чтобы вполне непрерывный линейный оператор, дей- 

ствующий из одного пространства Орлича Ly, в другое 

пространство Орлича Lu» обладал аналогичным свойством 
в отношении Ех-слабой сходимости, требуются дополнитель- 
ные условия. 

‚ Мы здесь выясним этот вопрос для линейного интеграль- 
ного оператора (16.1). При этом мы будем предполагать, 
что ядро А(х, У) оператора А удовлетворяет следующему
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условию: для любой пары функций и(х)Е Гм, v(x)€ Ly, 

f fee y)u(y)u(x)dx dy < oo. (16.5) 

G 
* ож 

В силу этого условия оператор А действует из Ly, B Ly, 
а оператор А“, определенный равенством 

Atv (x)= Г #(у, х) о (0) ау, (16.6) 
G 

действует из Ly, B Ly, причем для любой пары функций 
* 

и(х)С Ги, ч(х)Е Ех, имеет место равенство 

f Au(x)o(x)dx = f u(y) Atv) dy. (16.7) 
G G 

Лемма 16.2. Для того, чтобы непрерывный линейный 
интегральный оператор А с ядром В(х, у), удовлетво- 
ряющим условию (16.5), преобразовывал каждую Ех,-слабо 

сходящуюся последовательность функций из Гм, в Ек.-сла- 

б0 сходящуюся последовательность функций из Ly 
необходимо и достаточно, чтобы оператор А* действовал 
из Ем, в Ем.. 

Доказательство. Достаточность условия леммы 
очевидна, так как в силу равенства (16.7) последовательность 
чисел: 

Ll (Au,) = f Au, (x) u(x) dx 
G 

сходится для M060K dyHKkunu v(x)C En, B Cuay Toro, что 
A*v (x) E En, 

Докажем необходимость условия леммы. Пусть непре- 
рывный линейный интегральный оператор А каждую Ем-слабо 

* 

сходящуюся последовательность функций из См, преобразует 
в Ем,-слабо сходяшуюся последовательность функций из 

Liu, Пусть 9 (х)Е Ех,. Тогда функционал #(и), определен- 

ный на Ly, paBeHCTBOM 

Ки) = J Au (x) u(x) dx, 

) а 

12 Зак. 280. М. А. Красносельский и Я. Б. Рутицкий
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+ 

будет Ем,-слабо непрерывным функционалом на Ём.. В силу 
теоремы 14.7 этот функционал представим в виде 

Ки) = f u (x) u* (x) dx, 
G 

re v*(x)€ Ey,. 
Так как, с другой стороны, в силу (16.7) 

] и (х) 9" (х) ах = J u(x) A* u(x) dx 
G G 

для любой функции и (х)Е Lu. то почти при всех XEG 

т. е. А*о (х) Е Ey,: 

Лемма доказана. 
Из этой леммы немедленно вытекает следующая теорема. 
Теорема 16.2. Для того, чтобы вполне непрерыв- 

ный линейный интегральный оператор А с ядром К (х, у), 
Удовлетворяющим условию (16.5), преобразовывал всякую 
Ем,-слабо сходящуюся последовательность функций из 

Ly, в последовательность функций, сходящуюся по норме 

Ly, необходимо и достаточно, чтобы оператор А" дей- 
ствовал из Ем, в Ем.. 

Доказательство. Необходимость условия теоремы оче- 
видным образом вытекает из леммы 16.2. Достаточность 
следует из леммы 16.2, теоремы 14.3 и теоремы 14.5. 

Теорема доказана. 
‚ Отметим, что в условиях теоремы 16.1 о полной непре- 

рывности оператора (16.1) выполняется условие (16.5) и 
оператор А”, определенный равенством (16.6), действует из 

Ly, в Ем, (и, тем более, из Ем, в Ем,). Докажем последнее 
‘утверждение. 

В условиях теоремы 16.1 выполнены условия (15.2) и 

(15.3). Пусть v(x) E Ly, и е— произвольное положительное 

число. Так как ядро А(х, У), принадлежащее Ey, имеет 
^* 

в Ly абсолютно непрерывную норму, то можно указать
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такое 5 `> 0, что из тез & < 8 вытекает 

1 (х, У) *(х, У; Olly < seq (@8=0), 

[ — постоянная из условия (15.3). Пусть &с 4, и(х)ЕГы.. 
Тогда 

лох дах= Г [во до дисфахау= 
$ 8 а 

= Гео, доб иахау, 
$ 

где $ = & X G. 

Пусть теперь тез $ < 

  

нес И р(и, М) < 1. Тогда 

тез $ — mes & тез @ < 5, 1“ Пи < 1-Нр(и, М) <2. Применяя 

к последнему интегралу неравенство Гельдера и (15.3), 
получим: | 

  

  

  

    

[ Ato(x) a(x) dx <A R(x, y)x (x, 5 Bly + 2llvlly, <e. 
8 

Отсюда следует, что ||А“о (х)*(х; 8)| у <е, коль скоро 

пез 8 <. Таким образом, функция А*о(х) имеет 

В Ly. абсолютно непрерывную норму и, следовательно, 

принадлежит Ем.. 
Таким образом, в условиях теоремы 16.1 без других 

дополнительных предположений оператор (16.1) преобразует 
каждую Е м -Слабо сходящуюся последовательность функций 

в последовательность функций, сходящуюся по норме Ги, 
Отметим еще, что утверждение теоремы 16.2 остается 

в силе для абстрактных линейных вполне непрерывных опе- 
раторов А, если №-функция М, (#) удовлетворяет Д.-условию, 

аоператор А* определим следующим образом. Пустьх (х) Е [х.. 
Рассмотрим линейный функционал, определенный на Ly, = Ex, 
равенством 

Ни) = faz (x) v(x) dx. 
G . 

12*
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В силу теоремы 14.2 этот функционал представим в виде 

Ки) = fume (x) dx, 

G 

rhe U(xX)E Ly,. Положим А*9(х) = 9" (х). Таким образом, 

оператор А“ действует из Ly, B Ly, и имеет место равен- 
ство (16.7). 

4. Теорема Цанена. 
Лемма 16.3. Пусть ядро R(x, y) удовлетворяет 

одному из следующих двух условий: 
а) почти при всех хЕЗС ядро Е(х, у) как функция 

от у принадлежит пространству Ly,» причем функция 

$ (х) = | (х, У)] х, принадлежит пространству Lu 

6) почти при всех уУЕС ядро k(x, у) как функция 

от х принадлежит пространству Lu, причем функция 

ф(у) = [№ (х, У) м, принадлежит пространству Ly,. 

Tozda onepamop (16.1) принадлежит { Lit, > Lig н. |. 
Доказательство. Пусть выполнено условие а). 

Тогда для любых функций u(x) € Ly, 9 (х)ЕЁм. в силу 
неравенства Гельдера 

f Au (x) o(x) ax < | 
G G 

<llella, [ 9()|0()| dx, 
G . 

Гессе, у) и (у) ау | (х) [ах < 
G   

      

откуда 

[Аш || м, =” зир [ Au (x) o(x) ax 
р(® ;,№) < 1 а 

  

  
Kill y,llll ar, - 

Если выполнено условие 6), то, изменяя порядок интег- 
рирования (что возможно в силу теоремы Фубини), получим 
для любых функций и (х)Е Гы, v(x)ELy, 

Гли (ходах < Г ес, y)u(x)dx 

Gg а а 

lu(y)|dy< 
    

  

  
«я, ГОО ау «ЛИ Иа, 

G
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откуда 

А — || им, Ot) <1 < лид дах < 

Зы: Г Аш (5) (<) ах | < 2$ им - 

    

Лемма доказана. 
Теорема 16.3. Пусть ядро Ё(х, у) почти при всех 

xEG Kak функция от у принадлежит Ех, причем 

функция $(х)= | В (х, У)| у принадлежит Ен. Тогда 
оператор (16.1) принадлежит { Dy. > Ey; ВП. н}. 

Доказательство. В силу предыдущей леммы опера- 

тор (16.1) действует из Ly, B Ly, и непрерывен. Осталось 

показать, что этот оператор преобразует единичный шар Т 

пространства Ly, в множество функций, компактное в Ем.. 

В силу Ех -слабой компактности шара Т достаточно показать, 

что оператор А преобразует Е к.-Слабо сходящуюся последо- 

вательность функций шара Т в последовательность функций 
из Ем, сходящуюся по норме. 

Пусть последовательностьи, (х)Е Т(п=1,2,...)Еу,-слабо 

сходится к функции #(х). В силу условия теоремы после- 
довательность функций Auw,(x) (п=1,2,...) сходится 
к функции Аш (х) почти везде и, следовательно, сходится 
к этой функции по мере. Покажем, что функции Аш, (х) 

имеют в Lu, равностепенно абсолютно непрерывные нормы. 
Пусть х(х, ©) — характеристическая функция множества &= С, 
9 (ЕЁ м. Тогда 

n(x) v(x) dx |u(x)|dx<       
  

  

< Г [ee Уи) ау 
8 |G 

< [+69 ах, 
откуда ° 

|| Ax, (x) % (x; ha = cote ey J Aun (x) v(x) dx < 
’ 37 < 8 

< [$ (*) * (%; 8) Il ay. 
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Так как функция $(х)С Ем, то отсюда и следует, что 

функции Аи„(х) имеют равностепенно абсолютно непрерыв- 
ные нормы. 

В силу леммы 11.2 последовательность Аи„(х), принад- 
лежащая Ем. сходится по норме. 

Теорема доказана. 
Теорема 16.3 может быть дополнена следующим утвер- 

ждением: 
Теорема 16.4. Пусть ядро Е(х, у) почти при всех 

YEG Kak функция от х принадлежит Еу, причем 

функция (y= Е (х, У)| м, принадлежит Еу. Тогда 

оператор (16.1) принадлежит, {Вы > Ey; BM. H.}, 

Доказательство. В силу леммы 16.3 

АЕ { Lr. > Ем. н. |. 

Рассмотрим оператор А*, определенный равенством (16.6). В си- 

лу теоремы 16.3 оператор А“ принадлежит { Ly, — Ем; вп. н. | 

и преобразует каждую Еу,-слабо сходящуюся последова- 

тельность функций из Ly, в последовательность функций из 

Ем.» сходящуюся ло норме. В силу теоремы 16.2 оператор 

А = (А*)* действует из Ем, и Бм,. Для завершения доказатель- 

ства остается доказать, что оператор А преобразует каждую 

Е у -Слабо сходящуюся последовательность функций из 

единичного шара Т пространства Lu, в последовательность, 

сходящуюся по норме Гм. 

Пусть последовательность функций и, (х)Е Т (п=1,2,...) 

Еу-слабо сходится к функции шо(х). Легко видеть, что 

[1% | м, < 2. Последовательность Аи„(х) Еу,-слабо сходится 

к функции Аш, (х), так как для каждой функции 9 (х)6 Ey, 

в силу равенства (16.7) 

lim J A м» (х) — Up (x)] U(x) dx = 
п > © 

= lim f [2,, (*) — Uy (x)] A* u(x) dx = 0. 
п -> со а 

ра
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Пусть задано 2 >> 0. Обозначим через А*о, (Х), А“о»› (х), ..., 

А“: (х) конечную = -сеть множества (А*о} (р (9; №) < 1), ком- 

пактного в силу полной непрерывности оператора А“. 
Тогда для каждой функции 9 (\х) Е Гу ‚ (р (о; №)<1) можно 

указать такую функцию 9х,)(х), что 

[Ао — Аим, < в. 

Пусть при п > пу выполняются неравенства 

f (ne) — 49 (x) Ata (x) de <5 (i=1,2,..., 8). 
G 

Тогда при п > Ny 

          
  

  

    

  

| Ач, — Аш || м. — < ) — uy (x)] U(x) dx — 

р (9; <: оч А*о(х)ах |< 

<<: | [4 (4) — шо (х)] А’оць (х) ах | -- 

| А" — А а Чо [4-99 — Атон ая < 
<a zt ll4n— Hola, ole < A eo — Ally, < & 

т. е. последовательность Аи„(х) сходится по норме к Аш, (х). 
Теорема доказана. 
Отметим, что достаточность условия а) теоремы 16.1 

может быть получена и как следствие теоремы 16.3. Пусть, 
действительно, ядро R(x, y) принадлежит пространству 

Ey, iy Тогда при любом ^>0 

ГГ м, (№, сх, У} ах ду < оо. (16.8) 
6 

Отсюда следует, что выполнены условия теоремы 16.3.
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В самом деле, из (16.8) вытекает, что при любом 4 >O 
почти при всех ХЕС 

Гм, РА (х, у] ах < со. 

в 

Это означает, что почти при всех ХЕС ядро А(х, у) как 
функция от у принадлежит пространству Е №. Для функции 

$ (х) = |№(х, У) у, в силу (9.12) справедлива оценка 

9(®) < 1- | Мис, ул ау. 
а 

Для завершения доказательства достаточно показать, что 

при любом № >(2 тез В)! 

Г мые (2)] dx < оо. 
в 

Это следует из (16.8), так как в силу интегрального не- 
равенства Иенсена 

местах < | м в-нь м [R(x, y)] ду} ах < 
G а а 

фм, [24 тез СА (х, у)] 4 

< м,отезо--Т Гм, ‘ах < 

г | mes G 
  

<5 Me (2p) mes G+ 
1 НН тета. Л Ма Gke(x, y)|} dvdy < 00. 

5. Сравнение условий. В качестве первого примера 

рассмотрим простейший случай, когда Lu, = Lu, —= 12. В этом 
случае условия а) и 6) теоремы 16.1 означают, что ядро 
k(x, y) должно удовлетворять соотношению 

ГГ kt (x, y)dx ду < со. 

G 

Если же воспользоваться условием в), выбрав в качестве функ- 
ции У(9) функцию 92, то окажется, что для полной непре-
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рывности оператора (16.1) в /2 достаточно выполнения со- 
отношения 

ГГ ес, уахау < оо. (16.9) 
6 

Условие (16.9) менее ограничительно. 
Заметим, что известное условие (16.9) не является необ- 

ходимым для полной непрерывности линейного интегрального. 
оператора в [2. Ясно, что и все указанные выше условия 
полной непрерывности для случая произвольных пространств. 
Орлича являются только достаточными. 

В качестве второго примера отметим, что из того же 
условия в) теоремы 16.1 следует, что линейный интегральный 

оператор (16.1) действует из [”* в 1” (& >1, а, 21) и вполне 
Непрерывен, если ядро А(х, у) суммируемо на С со степенью, 

pasHoh max {8,, a}, rae == 1. Для получения этого 
1 1 

известного результата (который, конечно, просто доказывается. 
тах (В, оз} 

непосредственно) достаточно положить Ф (о 7) = |9 
Пусть теперь маи ма ар, 

М» (и) =е "1 —|и|—1. В этом случае №, (и) = М» (и). Из 
теоремы 16.1 уют три условия, достаточных для того, 

# 

чтобы оператор (16.1) действовал из См, =Ём в Ем, и был 
вполне непрерывен. Эти условия можно записать в виде 

Г Гехр {ехр [4 (х, у) |! ахау < сс, 

G 

если воспользоваться условиями а) или б), и в виде 

Г Гехр | (х, у) | 4х ау < оо, (16.10) 
é 

если воспользоваться условием в), положив ЧФ (9) = М. (9). 
Таким образом, и в этом примере условие в) оказывается 

менее ограничительным. 
Последний пример является иллюстрацией следующей тео- 

ремы (непосредственно вытекающей из теоремы 16.1), которая 
будет играть важную роль при изучении интегральных урав- 
нений с существенно нестепенными нелинейностями.
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Теорема 16.5. Пусть М (и) и М (9)—дополнительные 
друг к другу М-функции, причем М№(9) удовлетворяет 
А’-условию. Пусть при любом Х>0 

Дрим ат < со. 

Тогда линейный интегральный оператор (16.1) принад- 
лежит {Гу—> Би; ви. н.}. 

В очередном примере положим М, (= а > 1), 

М. (и) =е*! — [#|—1. Для полной непрерывности опера- 
тора 16.1 достаточно: в силу условия а) 

Оо. 
Г Гекр ее увахау < OS (-+7= 1) 

G 

при любом ^ > 0, а в силу условий 6) или в) 

J f exp |re(x, lax dy < со. 

@ 

Второе условие, конечно, менее ограничительно. Заметим 
еще, что оно совпадает с условием (16.10), полученным 
в предыдущем примере. Это не случайно, так как имеет 
место следующее общее утверждение: 

Теорема 16.6. Пусть 

М, (#) ЗФ, (и), Ф, (и) 3 М. (и). (16.11) 

Тогда каждый линейный оператор из (Lar, > Ему в BI. н. | 

принадлежит {Lo, — Eo,; BM. н. |. 

Доказательство. Тот факт, что AE в сле- 
дует из включений 

Lo,clu, — Ем, Еф, 

В силу теоремы 13.3 и (16.11) имеют место неравенства 

а ы, < 9%, (#1) 

пы = @ФЕ1,.
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* 

Пусть Г-— ограниченное множество в Сх.. В силу первого 
‘ * 

из этих неравенств Г ограничено и в Си.. Поэтому мно- 
* 

жество АГ компактно в ЁСы,. В силу второго неравенства 
оно компактно и в Де. 

Теорема доказана. 
Из предыдущих примеров вытекает, что условие в) в ряде 

случаев менее ограничительно, чем условия а) и 6). Приве- 
дем теперь пример, который показывает, что это не всегда так. 

Пусть 

М, (и) =е “1 [#|-—1, 

М» (и) = 1-4) 1-4“) — ||. 

В этом случае Ey, = Lu, = Ly,. Из условий а) и 6) тео- 
ремы 16.1 вытекает, что оператор (16.1) принадлежит 

* 

{ Lit, > En,; ВП. Н. |, если выполнено неравенство 

ГИес, упав, р ахау < со. (16.12) 
G 

Применение условия в) приводит к предположению, что 
(см. замечание на стр. 169) ядро А (х, у) суммируемо с не- 
которой степенью a > 1, т. е. приводит к более ограничи- 
тельному условию. 

Резюмируя все сказанное выше, можно сформулировать 
правило для нахождения функции (9), удовлетворяющей 
условиям теоремы 16.1. 

Мы будем при этом предполагать, что любые две рас- 
сматриваемые М№-функции Ф, (и) и Ф.(и) «сравнимы», т. е. 
что выполняется одно из соотношений: Ф, (и) ЗФ. (и) или 
Ф, (и) ЗФ, (и). В первом случае мы будем говорить, что 
Ф, (и) «меньше», чем Ф. (и), во втором — Ф, (и) «больше», 
чем Ф. (и). 

Пусть заданы пространства Ly, и Гм. Рассмотрим М№-функ- 
ции /М, (и) и №. (и). Если «меньшая» из них удовлетворяет 
А’-условию, то дополнительную к ней будем считать рав- 
ной ЧФ (9). Очевидно, в этом случае выполнено условие 
в), которое приводит к наименьшим (по сравнению с усло- 
виями а) H 6)) ограничениям относительно ядра R(x, y).
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Если же «меньшая» из функций М, (и) и М, (и) не удовле- 
творяет Д’-условию, то возможны два случая: 

1. Обе функции М, (и) и №. (и) растут быстрее любой 

степенной |и|” (а >> 1). Будем предполагать, что они удовле- 
творяют Д.-условию. Тогда функции №, (9) и М. (9) растут 

медленнее любой степенной |9? (8 >> 1). Используя условие 
а) или 6) теоремы 16.1 и теорему 6.9, мы можем положить 
NG (vy) — М1 oe (v) 

ной из функций М> [М№, (9)] или М, [М. (9)] и «меньше» дру- 
гой. Легко видеть, что функция ЧФ (9) также растет медлен- 

нее любой степенной вида | | (8 >> |). Любая же функция \ (9), 
удовлетворяющая условию в) в силу замечания на стр. 169, 

растет быстрее некоторой степенной функции |® Ро (Ви >1), что 
приводит к большему ограничению относительно ядра А (х, У), 

2. «Меньшая» из функций М, (и) и №(и) не удовле- 
творяет Д’-условию, но не удовлетворяет и А.,-условию. 
В этом случае можно пользоваться условием в), взяв в ка- 
честве функции ЧФ(%) некоторую №-функцию, большую 
чем №, (9) и М. (9), но дополнительная к которой удовле- 
творяет Д’-условию. Можно пользоваться и условиями а) 
или 6), взяв в качестве функции У (9) функцию М. [М, (©) 
или №, [М> (9)]. В некоторых случаях к меньшему ограниче- 
нию относительно ядра А (х, у) приводит первый путь, в дру- 
гих случаях — второй. Поясним это примерами. 

Пусть M, (uw) = &, My (#) = w2(|In |u| | 1). Функ- 
2 

Е 
— М, (и) и не удовлетворяет Д’-условию. Используя усло- 

вие в), положив W(v)=|o|"**, где =— некоторое положи- 
тельное число, мы придем к следующему ограничению отно- 
сительно ядра А (х, у): 

f flee y) P** dx dy < 00. 
A 

G 

‚ которая эквивалентна в этом случае од- 

ция М. (1) в этом случае эквивалентна Л-функции 

Применение условий а) или 6) приводит к худшим условиям: 

[ [lec »ltin (eG, У)|-Е Пахау < оо, 
G
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или соответственно 

f flee, » in (Lee, »)|+ dx dy < ov. 
6 

Пусть теперь 

M, (#) =e'"! —|a|—1, My (4) = ([ш[и||- 1. 
№-функция М№(и) в этом случае также «меньше» М, (и) 
и не удовлетворяет Д’-условию. Применение условия а) при- 
водит к ограничению на ядро А(х, у): 

Г сх, уз е(х, У)|-- Бахау < оо, 
G 

применение условия б)—к ограничению 

f flac. y) Pin? (| R(x, y)|-+ 1) dx dy < 00, 

G 

Для применения же условия в) надо взять в качестве функ- 
ции Ф (4), дополнительной к (9), функцию, «меньшую» 

м (ига и удовлетворяющую Д’-условию. Такой функ- 

цией может быть, например, функция ̀| и |?- *,rmeO ce <l. 

Но тогда функция Ф (9) будет расти как Jo" (е, > 0), что 
приводит к худшему условию. 

6. О расщеплении вполне непрерывного 
оператора. 

Теорема 16.7. Пусть М(и) и №(и)— взаимно д0- 
полнительные №М-функции, причем М (п) -3 и? -3 М (и). Пусть 
оператор А? (А — положительно определенный ca Nocona 
женный линейный оператор из {1[2—1[2; вп. н.}) допу- 

скает непрерывное продолжение в оператор А? [Ех 

— Lin; вп. н. }. 
* 

Гогда АЕ | 12 Гм; ВП. н. |. 
Доказательство. Так как выполнены условия тео- 

ремы 15.5, то АЕ [[2—[м; н.\, 
Пусть А, — оператор, действующий из Ем в 12, введен- 

ный при доказательстве теоремы 15.5. Как было доказано, 
А ‘является сопряженным к А, оператором: Поэтому для
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доказательства полной непрерывности оператора А достаточно 
доказать, что вполне непрерывен оператор А.. 

Пусть $, (х%), $2(х),...-— слабо сходящаяся в Ем после- 
довательность функций из [2. Тогда А! ‹; (х) = Аф;(х) и 

Ai (n— 9m) || Z2 = (А1 (фи — Фт), Фи — Pm) < 
< || A? (2 — Pm) Il all Pn — Pall y- 

Первый множитель в правой части стремится к нулю, так 
как оператор А? по предположению вполне непрерывен и пре- 
образует каждую слабо сходящуюся в Ем последователь- 
ность функций в последовательность, сходящуюся по норме 

* 

в м. Второй множитель в правой части ограничен. 
Следовательно, последовательность А! ф„ (х) (п = 1,2, ...) 

сходится по норме в /2. 
Пусть теперь $, (х), $. (х), .,.— произвольная последо- 

вательность, слабо сходящаяся в Ем. Так как [2 плотно B Ey, 
то можно указать такую последовательность $: (Хх), $. (х), ... 
B L?, что |4ф„- 9.|у->*0. Последовательность 4, (x), 

ф›(х), ... также слабо сходится. Как уже доказано, после- 
довательность А! ф„(х) сходится по норме [2. Поэтому по- 
следовательность А.ф„(х) также сходится по норме [2, так 
как . 

А, (Фи — фи) || ps || Ar (Gn — Pm) || pt 

+ |[A, (Фи — Фи) || + || Ai (@m— Vn) || та. 

Теорема доказана. 
Проводя рассуждения, аналогичные доказательству тео- 

ремы 15.6, приходим к следующему предложению: 
Теорема 16.8. Пусть положительно определенный 

самосопряженный вполне непрерывный в [2 линейный опе- 
ратор А допускает непрерывное продолжение в оператор 

АЕ | Ех-> Ем; вп. н.}, где М (и) -3 и? -3 М (и). 
Тогда оператор А расщепляем, т. е. 

A = HH", 

20e HE [12 Ly; BIL. н. |, а Н* — сопряженный к Н опера- 
mop uz { Ex > L?; sn. u.}.
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7. Об операторах типа потенциала. Предполо- 
жим, что С есть замкнутая ограниченная область (с достаточно 
гладкой границей) в п-мерном пространстве. 

Оператором типа потенциала называют линейный интег- 
ральный оператор, ядро которого симметрично и удовлетво- 
ряет условию | 

[2 (х, У)|<-х (*%, YEG), (6.13) ГА 

где г— расстояние между точками х и у. 
Детальная теория операторов типа потенциала развита 

С. Л. Соболевым [50] в связи с теоремами вложения. С. Л. Со- 
болев и другие авторы показали, что при определенных 
соотношениях между числами ^, а и размерностью простран- 
ства п оператор типа потенциала действует из пространства [-* 

в определенные пространства [”' или пространство С непре- 
n 

рывных функций. В частности, при ^—= 5 оператор типа 

потенциала по теоремам С. Л. Соболева действует из про- 

странства [2 в любое пространство Г“ (а, > 1). 
Теоремы о расщеплении линейных операторов позволяют 

это утверждение усилить. 
Пусть А — линейный интегральный оператор, действую- 

щий в [2, ядро которого удовлетворяет условию (16.13), 
. п о 

в котором ^= 5. Тогда оператор А? также будет линейным 

интегральным оператором с ядром 

Ry (x, y= fre, z)k(z, y) dz. 
G 

Непосредственный подсчет с использованием условия (16.13) 
показывает, что 

в (, У -Не|ш| г. (16.14) 
Следовательно, R, (x, y)E Ly, где У (и) = е*! —|и|— 1. 

В силу теоремы 15.4 оператор А?, определенный ядром 

ko(x, у), действует из пространства ‘ЕФ==[, где Ф (и) = 

—=(1-+]z|)in(Qit+|u|)—|al, 5 Ly и является непрерыв- 

ным оператором. А? является непрерывным продолжением
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оператора А?. Применяя теорему 15.5, приходим к выводу, что 

AE {L2 > Ly; н. |. 
1-е 

Пусть W (a) =| u|(e'™! —1), rae O0<e <1. Hetpyano 
видеть, что Ч, (и) удовлетворяет Д?-условию. Поэтому до- 
полнительная функция Ф,(и) удовлетворяет А’-условию. 
Построенное выше ядро А№.›(х, у) принадлежит простран- 

CTBY Ey» так как 

Ге се, У) pi} dx dy < 00, 
A 

G 

В силу теоремы 16.1 оператор А? действует из Ех, = 

—/4, В Ly,. Применяя теорему 16.7, приходим к выводу, 

что АЕ | [2-> [ж; вп. н.|. 
Таким образом, справедлива следующая 
Теорема 16.9. Пусть симметричное ядро k(x, у) 

удовлетворяет условию (16.13), где ^=5. Тогда линей- 

ный интегральный оператор А, определенный ядром Е (х, У), 

действует из [7 в Ly, 20e Wu) =e'"!—Ju|—1, и непре- 

рывен, а как оператор, действующий из Г? в Ly, 20e 

Ч, (и) = | и | (е'" 1) (0О<=< 1), он вполне непрерывен. 
Как известно, функция Грина k(x, у) оператора Лапласа 

{для случая однородных граничных условий) для четырех- 
мерной области удовлетворяет неравенству 

| (х, У. 
Мы находимся в условиях теоремы 16.9. Следовательно, 

функция Грина в случае четырехмерной области порождает 

линейный интегральный оператор, принадлежащий { L2-+ Lyi н.} 

И | 12 Ly; BI. н. |, где Ф (и) и ТФ, (и) — определенные выше 
№-функции. 

Отметим еще один факт. Функция Грина оператора Лап- 
ласа для двумерной области удовлетворяет условию 

|k(x, y)|<b+e|In|r]]. 

Из теоремы 15.6 следует, что линейный оператор А, опре- 
деленный этой функцией Грина, расщепляем в том смысле.
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| 
что он представим в виде А = НН*, где НЕ { L?> Ly; н. 
и Н*— сопряженный оператор из { Еъ-+ [2; н.}. 

Из теоремы 16.8 вытекает аналогичное представление 
А = НН*, где НЕ { 12-> Г; BM. He}, H*€ { Eo, — [2; вп. н.}. 

В последних двух утверждениях М№-функции Ф (и)и VY (u)— 
функции, указанные в формулировке теоремы 16.9. 

$ 17. Простейший нелинейный оператор 

1. Условие Каратеодори. Говорят, что веществен- 
ная функция /(х, и) двух переменных ХЕСЦ, —со<и< оо, 
удовлетворяет условию Каратеодори, если она непрерывна 
по и почти при всех хЕС и измерима по х при каждом 
фиксированном и. 

Имеет место следующая 
Теорема 17.1. Функция Г(х, и) удовлетворяет усло- 

вию Каратеодори тогда и только тогда, когда произ- 
вольному => 0 соответствует такое замкнутое мно- 
жество Сус Ц, что mes(G\Go)<& uw Ha множестве 
Go X (— &, со) функция Г(х, и) непрерывна по совокуп- 
ности переменных. 

Достаточность условия теоремы очевидна. Доказательство 
необходимости см. в [23], [214]. 

Через { будем обозначать оператор, определенный на 
совокупности вещественных функций и (х) (ХЕ О) равенством 

fu (x) =f[x, u(x)]. (17.1) 

Если выполнено условие Каратеодори, то в силу тео- 
ремы 17.1 оператор Ё преобразует измеримые функции 
в измеримые, а последовательности функций, сходящиеся 
по мере, преобразует в последовательности функций, также 
сходящиеся по мере. 

В дальнейшем, рассматривая операторы, определенные 
формулой (17.1), мы всегда будем предполагать, что соот- 
ветствующие функции удовлетворяют условию Каратеодори. 

2. Область определения оператора {. Напо- 
мним, что через П (Ем, г) обозначается совокупность функций 

u(x)E Lu, для которых d(u, Ey)<r (cm. crp. 99). Uepes 
T(u, r; E) будем обозначать шар радиуса г с центром 
в точке и банахова пространства Е. 

13 Зак. 2810. М. Л. Красносельский и Я. Б. Рутицкий
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Лемма 17.1. Пусть 

i, (x, 0)=0 (x€ G). (17.2) 

Пусть оператор {, действует из некоторого шара 
* * 

T(8, r; Lu.) в пространство Ём„ класс Ly, uau Ey,. Tozda 
onepamop f, действует из П(Ем, г) соответственно 

в пространство Luy класс Ём, или Ем,. 
Если оператор В действует из шара Т(3, г; Ем) 
* wv 

в Гм, См, или Ем», то он действует из всего Ем, соот- 
* 

ветственно в Ём.,, См, usu Ey,. 
Доказательство. Пусть и(х)Е П(Ем, г). В силу 

леммы 10.1 найдется такое множество Ос @, что и(х) Ж 

Xx (*; Go) € Em, u ll 4o Il ae. <r, THE Up (x) = u(x) x(x; G Go). 
@Pyukuun 2(x)x(x, Go) HMeeT AOCOTIOTHO HeNpepbIBHy!O HOpMy. 
Поэтому функцию и(х) можно записать в виде 

и (х) — шо (х) Ни, (х)-Н... Ник (х), 

где 1% м, < г G=0, 1,..., 2), и при #5] 

и; (х) и; (х) =0 (x € G). 

В силу (17.2) 

fus(x)fuj(x)=0 (xEG, i#s), — (7.3) 
Ни (х) = Нио (х) + 1,4, (x)... в (х). (17.4) 

Если #1 Г (6, г; Lu)CLy,, то каждое слагаемое в правой 

части формулы (17.4) является функцией из Ем. Поэтому 

и Ни (х) принадлежит Li: 

Если Гб, г; Ги) Ем, то в силу (17.3) 

k 

[мия сотах = У, [| мащоах < оо, 
G i=0 G 

T. e. H £,u (x) EC Ly.. 

Если £,7(0, 7; Lu) CEn,» то в правой части (17.4) все 
слагаемые являются функциями из Ем.. Поэтому u f,2 (x) € ЕБм.. 

Если, наконец, Ё, рассматривать только на функциях из 

Ем, то и (х) =0. Поэтому us £,7 (0, r; Eu)cLy, следует,
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что все слагаемые в правой части (17.4) принадлежат Ем» 

а следовательно, и #и (х)Ем,. 
Аналогично рассматриваются и остальные случаи. 
Лемма доказана. 
Допустим, что №М-функция М, (и) удовлетворяет А,-усло- 

вию. Тогда из леммы 17.1 вытекает, что оператор # опре- 

делен на всем пространстве Lu, = Lu, = Eu, если он опре- 

делен на каком-нибудь шаре этого пространства. Естественно 
возникает вопрос о том, имеет ли место этот факт в случае, 
когда М, (и) не удовлетворяет Д.-условию. Оказывается, 
что нет. 

Действительно, если М, (и) не удовлетворяет Д»-условию, 
то оператор 

fu (x)= Mz” { M, [a (x)I} (17.5) 

действует из единичного шара пространства Ly, в См. так 

как при [и|м,< 1 
Гм» ни сотах = [| Мш(хуах < ши, < 1. 
G G 

Однако в любом шаре радиуса г > 1 можно указать такую 

функцию и(х), что Ни (x) € Lur,. Для этого достаточно вы- 

брать функцию и(х) с нормой |и|м, < г, не принадлежа- 
щую Ём.. 

Если М№-функция М›(и) удовлетворяет Д.-условию, то 
. + 

оператор (17.5) из единичного шара пространства См, дей- 
* * 

ствует одновременнов Ём., См, и Ем., так как См, = Ём, = Ey,. 
Однако не все его значения на шаре большего радиуса 

принадлежат Ly. 
Теорема 17.2. Пусть оператор { действует из не- 

которого шара Т (6, г; Lu) в пространство Ём, или про- 
странство Еи.. Тогда оператор { действует из П(Ем,, Г) 

соответственно в пространство Lu, или пространство Ем.. 
& 

Еслц оператор { действует из шара Т(6, г; Ем,) в Ём, 
или Ем, то он действует из всего Ем, соответственно 

8 Lu, unu Ey,. 
Доказательство. Функция [, (х, и) = /(х, и) — f(x, 0) 

удовлетворяет условию (17.2). Поэтому к оператору 

13*
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Ни (х) = /.[х, и(х)] можно применить лемму 17.1. Отсюда 
и следует утверждение теоремы. 

3. Теоремы о непрерывности. Нелинейный опе- 
ратор В, действующий из банахова пространства Е, в бана- 
хово пространство Ep», называется непрерывным в точке 
Е Б!, если 

lim || Bu — Buy|| , =0. 
u ’ 

иж | я, > 0 

Для нелинейных операторов в отличие от линейных из 
непрерывности в одной точке не вытекает непрерывность 
в других точках. Вообще, нелинейный оператор может быть 
определен, как это мы видели на примере оператора { лишь 
на части пространства E£,. 

Нелинейный оператор В называется ограниченным на 
шаре Т пространства Е|, если 

зир || Ви со. sup la, < 

В отличие от линейных операторов, для нелинейных 
операторов понятия ограниченности и непрерывности не 
связаны друг с другом: существуют ограниченные разрыв- 
ные операторы и, наоборот, непрерывные на всем простран- 
стве операторы, но не ограниченные на некоторых шарах. 

В дальнейшем нам понадобится следующее утверждение 
из [21%, стр. З1, 35, 36]: 

Лемма 17.2. Пусть оператор # действует из про- 
странства [Г суммируемых функций в пространство Г. 
Гогда по норме пространства Г оператор # непрерывен 
ц ограничен, а функция #(х, и) удовлетворяет условию 

| g(x, 4)|<a(x)+ bla] (x€G,—co<u< 00), 

20e a(x) ECL, a 5 — некоторое положительное число. 
Теорема 17.3. Пусть оператор Е действует из 

If (Ex. r) в Ву, Тогда оператор 1 непрерывен в каждой 

точке П (Ex , г). 
1 

Доказательство. Предположим вначале, что #9 =, 
и покажем, что оператор #{ непрерывен в нуле 8 пространства 

* 

[ми,. В предположении противного существует такая последо-
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вательность функций и, (х) Гм, (п=1,2,...), что 

lim ||Zpll 4, = 0 (17.6) 
п > © 1 

и | м, >“ (= 1, 2, weeds (17.7) 

rae и — некоторое число. В силу леммы 9.2 из (17.6) вы- 
текает, что 

im ГМ, (| ах=0. (17.8) 
>> р 

Из (17.7) и что 

Гм M, |= fu, (+) а >|, |    —1>1. 0759) 

аким образом, если оператор { разрывен в нуле, то су- 
ществует такая последовательность функций и (<) Е Гу , что 

1 

имеют место соотношения (17.8) и (17.9). 
Рассмотрим теперь оператор #, определенный формулой 

2 _ gu (x)= M, {=F (5 Mi [a(x)))}. 
Если и(х)— суммируемая функция, то М, * [a (x)] Е Гм. 

В силу теоремы 10.1 М: [и (ху Е (Ey, 5]: Поэтому 

_ 3 © Mz* {u(x € O(E,,, =r). 

Но условию теоремы 

(мг: шОЕ Ем, 
Значит, 2и(х) С Г. В силу леммы _17.2 оператор #, дейст- 
вующий из Ё[ в [, непрерывен в нуле. Поэтому. из (17.8) 
должно следовать, что 

2 
т J (М, E Uy сах dx = no, M, |= fu,, (x)| dx=0. 

Мы пришли к противоречию с (17.9). 
# 

Значит, оператор $ непрерывен в нуле пространства. Ём, , 
если 190 =0.
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Перейдем к рассмотрению общего случая: без дополни- 
тельных предположений покажем, что оператор f непреры- 
вен в любой точке и,(х) множества П(Ем., г). Пусть 
а=4(щ%, Ем.). Очевидно, 4 < г. Непрерывность оператора # 
в точке и,(х) равносильна непрерывности в нуле простран- 

ства Lu. оператора 

1и(х) =f [49 (x) + 4 (x)] — fu (х). 

Оператор #, действует из шара Т(9, г— 4; Lu) B Ey,. B cu- 
лу теоремы 17.2 он действует из П(Ем, г— 4) в Ем.. Так 
как #10 —=0, то, по уже доказанному, оператор Ё непреры- 

вен в нуле Ly. 
Теорема доказана. 
Отметим, что теорема 17.3 дает грубый признак непре- 

рывности оператора f. Из нее не следует, например, даже 
непрерывность оператора тождественного преобразования 

(оператора ##(х) = и(х)) в пространствах Lu, если М (и) не 
удовлетворяет Д.-условию. 

Если в условиях теоремы 17.3 М№М-функция М. (и) удо- 
влетворяет А,-условию, то эта теорема означает, что опе- 

ратор { непрерывен, если он действует в пространство 
* 

Гм, = Ём, = Ем.. Возникает вопросо том, всегда ли оператор # 
непрерывен, если он действует из П(Ем., г) в пространство 

* 

и Когда Мо (и) не удовлетворяет А,-условию. Оказывается, 
что оператор f непрерывен не всегда. Приведем пример. 
Пусть 

ш (х) = М. (М, [и (Хх), (17.10) 

где M,(u) удовлетворяет, а ЛМ›(и)— не удовлетворяет 
Д›-условию. Очевидно, оператор { действует из П(Бм,, 1) = 

—= м, в Ём.. Пусть 9 (Хх) принадлежит Ём., но не принад- 
лежит Ем,. Тогда в силу леммы 10.1 

вт 9—9, и. =4 (®, Еи)=а>0, — (17.11) 
где п > © 

__ [9(%), если |9(х)|< и, 

о.) = | 0, если |9(х)|> п. (1712) 
Функции 

tt» (x) = М; ' {Мю (х) —9,(х)|}
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принадлежат Lu. причем 

lim [м, [4 (x) dx = Lim мвд (хХЛах=0. 
тв 

Так как в Су сходимость в среднем влечет за собой сходи- 
1 

мость по норме, то 
lim [14| м, —= 0. 

п > © 

Из этого равенства и (17.11) вытекает, что оператор # в нуле 
3 

пространства Ём, разрывен, так как ш„ (х) = (х) —ч„(хХ). 
4. Ограниченность оператора f. Orpannuen- 

ность множества значений оператора { на шаре пространства 
* 

[м, может быть доказана при меньших ограничениях, чем 
Te, при которых была доказана непрерывность оператора { 
в теореме 17.3. 

Теорема 17.4. Пусть оператор 1 действует ug 

wapa T(8, r, Lu) в класс Ly,. 

Тогда { ограничен на любом шаре Т(0, г\, Ly.) (г Г): 

зир |4 ы,< оо. 
м, <”: 

Доказательство. Оператор а в силу лем- 

мы 17.1 действует из П (Ву › г) в класс Ри. Поэтому оператор 

1 _ 1 gu (x)= Ms fy f(r Mi" fo (e)— 5 10 
действует из Ё в Д. 

Для функций и(х) Е T(8, 713 Lu) 

м Boy d 

В силу леммы 17.2 

sup ] г {M, Е <= || ах < со, 
МАМ, < 1 

м3 = fu (x)— 58| ах < со. 
lular, г 7”: |
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Следовательно, 

sup | м, < НЫ, +H sup Ни — 19|, < 
м, < и ВАМ, < #1 

«Ми 2 (1-5 sup f mM, [сд — 4 9 [4=) < оо 
lular, <1 

Теорема доказана. 

Возникает вопрос о том, ограничен ли оператор { на ша- 
рах больших радиусов. Оказывается, что необязательно. В 
качестве примера рассмотрим снова оператор (17.10), причем 
будем предполагать, что /М,(и) не удовлетворяет, а М. (и) 
удовлетворяет Д.-условию. 

Оператор (17.10) действует из класса Ём, в Ём, = Ем, 
и в силу теоремы 17.3 непрерывен на Ем,. Покажем, что 
значения этого оператора { не ограничены на каждом шаре 
Г (9, 1 в, Ем.), где е — произвольное положительное число. 
Так как М. (#) удовлетворяет А.-условию, то ограниченность 
по норме эквивалентна ограниченности в среднем. Поэтому 
достаточно показать, что существует такая последователь- 
ность функций и, (х) Е Т(9, 1-е; Ем), что 

sup Г М. Пи (ху ах == 
tala, < +8 2 

= Sup P J Malta (1 de= 0° со. (17.13) 
nM, 8 

Функции из (х) определим равенствами (17.12), где и (х) — 
такая функция, не принадлежащая Ём., что |и||м, < 1-е. 
Существование функции w(x) вытекает из теоремы 10.1 
Если бы для функций и„(х) соотношение (17.13) не выпол- 
нялось, то в силу теоремы Фату (см. стр. 88) функция и (х) 
принадлежала бы [м.. 

5. Общий вид оператора fF. 
Теорема 17.5. Оператор {1 действует из класса Ly, 

в класс м, в том и только том случае, если 

М. [1 (х, и)] < а(х)- 0M, (x) (x€G,—comu< oo), 

(17.14) 

20e a(x)EL, b>O0
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Доказательство. Если { действует из Ёмы, в См,» то 

оператор 

#0(5) = М, {1 (М:*[9(х)1) } 

действует из Св Ди в силу леммы 17.2 

М, { 1х, Mr’ (a) } <a(x)+59|. 
Полагая в этом неравенстве о = М(и), получим (17.14). 
Достаточность условия (17.14) очевидна. 

Теорема доказана. 
Допустим, что выполнено условие (17.14). Тогда в силу 

(1.20) 

| f(x, и)| <c(x)+0,Mz*[M,(u)] (x€ G, —co< u< oo), 

(17.15) 
где с(х) = Mz" [a (х)] С Ём,. Таким образом, условие (17.15) 
необходимо для того, чтобы оператор { действовал из Ём, 
B Ly, B случае, если /М№-функция М. (и) удовлетворяет 
Д.-условию, условие (17.15) одновременно является и достаточ- 
ным условием, так как в этом случае из (17.15) вытекает 
(17.14). 

6. Достаточные условия непрерывности 
и ограниченности оператора 1. Из доказанных 
выше утверждений вытекает 

Теорема 17.6. Пусть функция } (х, и) удовлетворяет 
неравенству 

f(x, w)| <e(x)-+b,Ma"[M,(2)] (EG, —co< uw < 00), 
(17.16) 

где c(x)ELy,, 68, 20, причем М-функция М.(и) удовле- 
творяет А.-условию. 

Тогда оператор { действует из П(Ем, Г) в простран- 
* 

ство Си, = Ем, непрерывен во всех точках П(Ем,, Г) 

и ограничен на каждом шаре Т(0, г; Ги.) (7, <r). 
Если М№-функция М.(и) нё удовлетворяет Д.-условию, 

то для непрерывности оператора Ё приходится требовать, 
чтобы множество его значений принадлежало Ем,. Поэтому 
на функцию /(х, и) приходится накладывать более жесткие 

ограничения,
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Теорема 17.7. Пусть функция Г(х, и) удовлетворяет 
неравенству 

| f(x, H)| <b(x)-+-0Q7{ Mz*[m,(2)]} (17.17) 

(x€G, —co<u< oo), 

где 6 (х)Е Ем., @ (и) — некоторая М-функция, а, г — поло- 
жительные числа. 

Тогда оператор 1 действует из П(Ем,, г) в Ем,, не- 
прерывен во всех точках П(Ем‚, Г) и ограничен на каждом 

шаре Т(9, г; Ги) (r, <r). 

7. Оператор Ти Ех-слабая сходимость. Henpe- 
рывность оператора { была нами доказана в предположении, 

что он действует из шара T (8, r; Ем.) в Бм,. Ограничен- 

ность оператора Г была установлена при более слабых пред- 
положениях. Покажем, что при этих более слабых предпо- 
ложениях может быть доказана непрерывность оператора f 
в некотором ослабленном смысле. 

Теорема 17.8. Пусть оператор { действует из шара 

Т(0, г; Гм.) в класс [м,. Тогда этот оператор любую 

последовательность и» (x) ET (6, r; Ги), сходящуюся по 
3 

норме пространства Ги, к внутренней точке ци, (х) этого 
шара, преобразует в последовательность функций 1ш„ (х), 

Ек.-слабо сходящуюся в пространстве Lu, к функ- 
Yuu Fy (x). 

Доказательство. Так как функции и„(х) сходятся 
к функции #(%) по норме, то они сходятся к этой функ- 
ции и по мере. Поэтому последовательность функций fu, (x) 
также сходится по мере к функции 14 (х). Так как функ- 

ция #(х) есть внутренняя точка шара T (8, r; Ly), TO 6e3 
ограничения общности можно считать, что все и„(х)Е 

@ T (6, ri [м.), где г, < г.`Из теоремы 17.4 следует, что 

нормы функций ш„(х) ограничены в совокупности. В силу 
теоремы 14.6 эта последовательность Ем,-слабо сходится 
к функции 4 (Х). 

Теорема доказана.



$ 18] ДИФФЕРЕНЦИРУЕМОСТЬ. ГРАДИЕНТ НОРМЫ 203 

$ 18. Дифференцируемость. Градиент нормы 

1. Дифференцируемые функционалы. Мы 

будем рассматривать вещественные функционалы, заданные 

на пространствах Орлича Lu (или на части этих пространств). 
Говорят, что функционал Е (и) дифференцируем в точке 

и, (х), являющейся внутренней точкой области определения 
этого функционала, если приращение функционала может быть 
записано в виде 

F (49 -F 4) — Е (10) = bu, (2) +- © (Ug, 4), (18.1) 
* 

roe 1, (2)— линейный функционал на Ёы, а остаток w (Up, #) 
удовлетворяет условию 

lim © № №, (18.2) 
Volar o Hl ar 

Функционал ЕР (и) дифференцируем на множестве 5%, если 
он дифференцируем в каждой точке 5%. 

Оператор Г, относящий элементу у (х) Е функционал 4,,, 
называют градиентом функционала Е (и). Градиент действует 

из пространства Lu B сопряженное пространство. Простран- 

ство Гм, где N (v) — функция, дополнительная к М (и), можно 
рассматривать как часть сопряженного пространства. В слу- 

чае, если градиент действует в Ly, равенство (18.1) можно 
переписать в виде 

F (Eh) —F (io) = и» В) о (шо, 8), (18.3) 
где символом (<, Й), как обычно, обозначено скалярное 
произведение 

(щ, В) = [ w(x)h(x)dx (w(x)ELy, h(x) EL). 
G 

Название градиента сохраним за оператором, относящим 
функции и, (х) функцию Ги (Х). 

2. Измеримость функции 0(х). Пусть функция 
Р(х, и) (хХЕСЦ, — <<< и< со) удовлетворяет условиям 

Каратеодори и имеет непрерывную по и производную Вь(х, и). 

Очевидно, функция Рь(х, и) также удовлетворяет условиям 
Каратеодори.



204 ОПЕРАТОРЫ В ПРОСТРАНСТВАХ ОРЛИЧА [гл. I 

Пусть и(х)— некоторая измеримая на С функция. 
Из формулы конечных приращений вытекает существование 
такой функции 0(х), что 

Б(х, и(х))—Е(х, 0)=#(х) Еи(х, 0(х)и(х)). (1844) 

Функция 0 (х), вообще говоря, определяется неоднозначно. 
Ниже будет использовано следующее утверждение: 

Лемма 18.1. Существует измеримая функция 0 (х), 
удовлетворяющая неравенствам 

0<8(х) < 1» (18.5) 

при которой выполняется равенство (17.21). 
Доказательство. Функцию O(x) определим при 

каждом ХЕС как минимум тех 9 Е [0, 1], при которых вы- 
полняется равенство 

F(x, u(x))—F(x, 0) = и(х) Ви (х, ви (х)). 

Этот минимум существует, так как Fi (x, и) непрерывна 
по ци. 

Пусть задано = >0. В силу С-свойства Н. Н. Лузина 
и теоремы 17.1 можно указать такое множество G,CG, 

что mes(G\G,)<e u gynkunu Fy (x, 4), F(x, 0), F(x, 4) 
и #(х) при ХЕСЦ:, — со < и< со непрерывны по совокуп- 
ности переменных. Так как е произвольно, то достаточно 
доказать измеримость функции 9 (х) на G,. 

Пусть x )€ Gy,-%,E€ G, (n=1, 2,...) u 

lim *,—=x, lim 0 (x,,) = 4b. 
п > с п> о 

Переходя к пределу в равенстве 

F (Xp, U(Xp))— FP (Xp, 0) = 4 (Xp) Fu Xn» 0 (Xn) 4 (%n))s 
получим: 

F (Xo, 4(%))— F (Xp, 0) = и(хо) Рь(хо» бои (хо) ). 
Из последнего равенства вытекает, что 

8 (Xo) < 8%. 

Значит, функция 0(х) на С, полунепрерывна снизу и, 
следовательно, измерима. 

Лемма доказана,
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3. Функционал для оператора Г. Рассмотрим 
функционал 

u (x) 

В, (и) = [ая [ f(x, 8) аз. (18.6) 
а 0 

Нас будет интересовать случай, когда функционал РЕ, (#) 

определен на части пространства [м, являющегося частью 
пространства [?. В этом случае А!-функция М (и) и допол- 
нительная к ней функция №(9) связаны соотношениями 
М (и) -3 и? 3 М (и). Так как М№ (и) растет не быстрее 12, то 
в основных случаях она будет удовлетворять Д»-условию. 
При этом предположении и доказывается следующая 

Теорема 18.1. Пусть оператор { действует из 
П(Ем, г) в пространство Г, =). Тогда функцио- 

нал (18.6) определен и дифференцируем на П(Ем, г), при- 
чем его градиентом является оператор 1. 

Доказательство. Пусть и(х)ЕП(Ем, г). В силу 
леммы 18.1 найдется такая измеримая функция 0(х), удов- 
летворяющая условию (18.5), что 

a (x) 

Е, (и) = fax f f(x, s)ds= f flex, 0 (x) u(x)) u(x) dx. 

G G 0 

Очевидно, 0 (х) и (х) ЕП (Ем, г). Поэтому Л [х, 8 (х) и (х)] Е 
См. Следовательно, 

[Fi (4) | <]] £6] |“ < ©, 

откуда следует, что функционал Е, (и) определен на П (Ем, г). 

В силу той же леммы 18.1 каждой функции A(x)E Гы 
такой, что |#й|„<г— (и, Ем), соответствует такая изме- 

римая функция 0,(х), удовлетворяющая условию (18.5), что 

|F, (w+ 4)—F, (4) —(fa, #)| = 

Ге, ин) вх) (хе, и(х) ув (мах |< 
а 

ЗИ - 9,2) —fa]| И. 

Из этого неравенства и непрерывности { (теорема 17.3) 
следует, что { является градиентом функционала Р, (и). 

Теорема доказана. 

o_o 
— 
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4. Линейный ‘оператор Ё{. Одним из простейших 
видов операторов { является линейный оператор #: 

fu (x) = a(x) u(x), (18.7) 

где а(х)— некоторая фиксированная функция. Этот опера- 
тор, по существу, был уже нами изучен в 5 13 (пункты 4 и). 

Если функция а(х) ограничена, то, очевидно, оператор # 
преобразует каждое пространство Орлича в себя и является 
непрерывным оператором. 

Из теорем 13.7 и 13.8 и из неравенств (13.19) и (13.27) 
вытекает следующее утверждение: 

Теорема 18.2. Пусть а(х)Е 1. Для того чтобы 
* * 

оператор (18.7) действовал из Гм, в Гм, и был непреры- 
вен, достаточно, чтобы существовали такие дополни- 
тельные друг к другу М№М-функции Ю (и) и 9 (и), что при 
больших значениях аргумента 

В (1) < М: М, (ом), 9 (и) < М; [Ф (ви)] (18.8) 
или, если М-функция М.(и) удовлетворяет А’-условию, 

R(u) < M,[Mz"(au)] 9(и <Ф[М;" (0щ)]. (18.9) 
При этих условиях 

[аи | и, < Ва“, 

где постоянная Е не зависит от функции и (Хх). 
В условиях этой теоремы х — некоторое положительное 

число. 
5. Производная Фреше. Пусть нелинейный опе- 

ратор А действует из банахова пространства Е в банахово 
пространство Е,. Говорят, что линейный оператор В является 
производной Фреше опёратора А в точке шЕБ, если 

А (и h)— Aty = Bh-+-w(u, h), 

lo (ao Alle, | 
где 

lim 
их >о lAlle 

Линейный оператор В при этом также действует из про- 
странства Е в пространство Е\. 

Выражение ВА называют дифференциалом Фреше.
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Операторы, имеющие производную Фреше, называются 
дифференцируемыми. Если оператор дифференцируем на не- 
котором множестве, то он, очевидно, на этом множестве 
непрерывен. 

Теорема 18.3. Пусть функция Т(х, и) вместе со 

своей непрерывной по и производной Ти (х, и) удовлетво- 
ряет условиям Каратеодори. Пусть оператор 1 дейст- 

вует из некоторого шара Т (их, г; Ем,) в пространство Lu,» 
a onepamop 

fu (x)= fu(x, u(x)) (18.10) 
` * * 

действует из шара Т(щ, г; Ём,) в пространство [ъ и не- 

прерывен. Пусть, наконец, функции М, (и), М. (&) и Ф(и) 
удовлетворяют одному из условий (18.8) или (18.9). 

Тогда оператор f в каждой внутренней точке шара 

T (Uo. 73 Lu) дифференцируем по Фреше, причем его диф- 
ференциал Фреше ВЁ в точке и(х)ЕТ определяется ра- 
венством 

ВА (х) = Ни (х)в(х) (A(x) EC Ly). 

Доказательство. В силу формулы конечных при- 
ращений 

Их, и(х-Н в (ху — Их, и (хр — ых, a(x) A(x) = 
= | fale, 2 (*)+ 9, (x)h(x)]—fulx, и (1 В (х), — (18.11) 
где 0<08,(х)<1, причем функцию 0,(х) в силу лем- 
мы 18. I можно считать измеримой. 

Пусть #(х)Е Ly, и |Ё|]м, достаточно мала. Тогда функ- 
ЦИИ и (х) h(x) и a (x) + 8, (x) b (2x) принадлежат шару 

Г (и, г; [м.. В силу теоремы 18.2 7, [х, и(х)]Ё (х) и вся 
правая часть равенства (18.11) принадлежат простран- 

ству Ги,. Из этой же теоремы вытекает, что 

(ин) — fu — fe - Alla, < ||, (ив) — Вим. 
Отсюда, в силу непрерывности оператора #,, следует, что 

f h)—fu—f,u-h lim |f (2 + A)—fu—fyu- Им, =0. 
Ulla, >0 Nala, 
  

Теорема доказана.
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В качестве примера рассмотрим оператор 

fu (x) = e¥ @), 

Из теоремы 17.6 вытекает, что оператор { действует из шара 

T(8, 5; Lis), rye M, (4) =el¥|—|u|—1, B Гм, = [2. В силу 

теорем 17.2 и 17.3 он действует из п (Ем, >) в [2 и не- 

прерывен. 
Покажем, что этот оператор дифференцируем и его диф- 

ференциал Фреше ВА(х)= Ни (х)й(х) в точке и(х)Е 

ЕП[Ем, 5) имеет вид 

Bh (x) = e¥() h(x). 

Применим теорему 18.3, считая, что Ф (и) = |и|2+В, где 

1 

< ам вм) 7 

В качестве Т рассмотрим шар с центром в точке и (х) и ра- 
1 

иусом г —= 5 — (и, Ем). диу 2--В ( м,) | 

Оператор { действует из шара Т в 1[2, так Как шар 

TcU (Ем, 5) . Оператор #1и (х) = еч(®) действует из шара 

T(8, Е Lin B Lo = L2+8, Ws teopem 17.2 u 17.3 вы- 

текает, что он действует из п (Ем, ==) и, в частности, 

из шара Тв [= [2+8 и непрерывен. 
Для завершения доказательства достаточно проверить, что 

условие (18.8) выполняется, если положить А (и) = М, (и), 

Ч (и) = №, (и). 
В качестве второго примера рассмотрим операторы 

fu (x) = sin u(x), f,u (x)= cos u(x). 

Эти операторы действуют из любого пространства 

Орлича [м, в каждое множество Ем, и, следовательно, 

принадлежат [м Ем, н.. Пусть Ем, =Ём,. Тогда оператор 
Bh(x)=f,4(x)- A(x) является дифференциалом Фреше 
оператора f
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В приведенных примерах оператор { был дифференцируем 
в каждой точке некоторого шара Т. Этим объясняется про- 
стота доказательства дифференцируемости. Нетрудно указать 
примеры операторов, дифференцируемых в одной точке про- 
странства Орлича, но не дифференцируемых на множестве, 
для которого данная точка является предельной. 

Пусть, например, 

fu (x) == эт (2 ® — 1). (18.12) 

Будем рассматривать { как оператор из {[*.-> [2}. В тех 
точках, в которых этот оператор дифференцируем, его диф- 
ференциал Фреше, очевидно, имеет вид 

Bh (x) = 2u (x)e“') cos (e# @) — 1) h(x). 

Ясно, что правая часть принадлежит пространству [2 лишь 
при некоторых функциях и(х): при й (х) ==1 правая часть 
не принадлежит [2 для всюду плотного в [4 множества функ- 
ций и (х). 

Ниже будет показано, что оператор (18.12) дифферен- 
цируем в нуле пространства Г“. 

6. Специальное условие дифференцируе- 
мости. В этом пункте указывается специальное условие 
дифференцируемости оператора f B одной точке простран- 
ства Орлича. Мы ограничимся условиями дифференцируемо- 
сти в нуле 0 пространства, так как дифференцируемость 
оператора ги (х) = #(х, и(%)) в точке и (х) эквивалентна 
дифференцируемости в нуле оператора {и (х) = = [х, и (х)-+ 

—#(*)]. 
Ниже рассматриваются функции f(x, a) удовлетворя- 

ющие условию 
А) Имеет место неравенство 

Ле, в) — (к, 0) — Ль(х, 0) < В (|) (18.13) 
(ХЕО, —o<cuc со), 

где А(и)— такая непрерывная, неубывающая функция, что 
Ю (0) = Ю' (0) = 0, причем существует такгя №-функция Р (и), 
удовлетворяющая при всех значениях аргументов Д”-условию 

P (uv) < CP (u) P(v), (18.14) 

14 Зак. 2810. М. А. Красносельский и Я. Б. Рутицкий
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что при достаточно больших значениях и, > цу, # 2% из 
и! < и› вытекает 

R (ws) В (шо) 
Р (и!) < Рим) ‚ (8.15) 

где |,, у-—— положительные постоянные. 
В качестве функции Р(и) наиболее удобно рассматривать 

функции Р(и)=|и|!’ (1). При таких функциях Р (и) 
условие (18.15) выполняется, если Ю(и) является главной 
частью /ЛА-функции, удовлетворяющей Д.-условию. 

Действительно, в этом случае при больших значениях 
аргумента и’Р (и) < R(vu), rae у— некоторая постоянная. 
Поэтому при больших значениях и! и цо из и, Х и» выте- 
кает, что 

TR у 

R Gy) < R (и\) < R (ut) — Us () < yr = че. 2 

uy Uo 2 

  

В доказываемой ниже теореме основное условие диффе- 
ренцируемости оператора 1, рассматриваемого как оператор, 

действующий из Гм, В Ги будет основано на неравен- 
стве (18.13). Для того чтобы это неравенство могло гарантиро- 
вать дифференцируемость оператора Т, очевидно, необхо- 
димо, чтобы 

С Сы, | 
  lim 

вм, 0 Allo, 

Рассматривая в качестве функций h(x) xapakTepucTuye- 
ские функции множеств со стремящейся к нулю мерой, мы 
приходим к условию 

№; 1 (0) 
2 о, (18.16) 

2-> < №1 (9) — 

где №, (9) и М№.(9) — функции, дополнительные к М, (1) 
u M,(u), так как для характеристической функции x(x) 

множества G, (mes G=—) 

IR lay Nz" (2) 
Им, К у (о) ` 
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Пусть задано = > 0. Из (18.16) вытекает, что при боль- 
ших значениях аргумента 

Nz (v) << eNi'(v). 

Из этого неравенства в свою очередь следует, что 
М№-функция №. (9) растет существенно быстрее №-функции 
М, (°). В силу -леммы 13.1 М№М-функция М, (и) растет суще- 
ственно быстрее, чем М. (и), т. е. каково бы ни было з > 0, 
при больших значениях аргумента выполняется неравенство 

М» (и) < М, (ви). 

Для того чтобы выполнялось это неравенство, доста- 
точно, чтобы функции М, (и) и М. (и) были связаны соотно- 
шением 

М» [© (и)] < М, (и) (4B um), (18.17) 

где © (и) — некоторая №-функция. 
Мы в дальнейшем будем предполагать, что условие (18.17) 

выполняется. При этом в силу теоремы 13.3 найдется такая 
постоянная а > 0, что 

ем, Зам, (Ем). (18.18) 

Рассмотрим еще условие 
Б) Оператор 

11 (х) = Л,(х, 0)# (%) 
+ 

действует из Ly, в Ём, и непрерывен. 
Заметим, что условие Б) в силу (18.17) всегда выпол- 

няется, если функция @(х) = }, (х, 0) ограничена. Если функ- 

ция @(х) не ограничена, то для выполнения условия Б) до- 
статочно, чтобы функция а(х) принадлежала пространству 

Lo, Tae ® (и) удовлетворяет одному из условий теоремы 18.2. 
Теорема 18.4. Пусть выполнены условия А), (18.17) 

и Б). Пусть 

R(t) < b+ aMz"(M,(ku)] — ©<и<о), (18.19) 

где а, 6, R>O. Ilycme f(x, OE Lu, 
Тогда оператор {1 действует из некоторой окрестно- 

сти нуля 9 пространства Гм, в пространство Lu, и имеет 

14*
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в точке 0 дифференциал Фреше 

ВА (х) = £,h (x)= fu(x, 0) h(x). 

Доказательство. В силу (18.13) и (18.19) 

f(x, w)| <<] f(x, 0)|+] a(x) a|-+5 + aMz' [M, (ka)] 
(—co<u< oo). 

По условию f(x, 0)E Ly, B cuay B) a(x) a(xye Ем, длЯ 

каждой и(х) Е [м.. Если [и||м, <i. то А (|#(х)])Е Ем» 

причем 

(#9 ОИ, = 24 5 RUA) Dlg, < 
} <2aft + | м[ Ев и 690] 4} < 

< 2а- ам, (1 = )mes @—а м, [Ри (х]ах < 

<3a-+ aM, (= ) пез @=8. (18.20) 

Следовательно, оператор { действует из шара T(8, 3 >} ; Lin, 
* 

в пространство Ём.. 
Для доказательства дифференцируемости оператора # в 

точке @ нужно показать, что 

lim НА ([# (х) |) 1 м, 

вм, 0 2 ll wy, 
  —0, (18.21) 

Пусть задано => 0. Так как Ю’ (0) =0, то можно ука- 
зать такое с, > 0, что при |и| < с, 

R(jal)<elal. (18.22) 

Каждой функции и(х) ЕЁ м отнесем функцию u(x), опреде- 
ленную равенством 

a(x)= | 
u(x), если |u(x)|<e,, 

0, если |[u(x)|>¢,.
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В силу (18.22) и (18.18) 

А (и (59) ОШ, < ем, аи, < ell, — (18.23) 

Без ограничения общности можно считать постоянную цу, 
фигурирующую в условии А), больше с,. Из условия А) 

с 
следует, что при. и с1 ит 

0 

ки < к 

  

и в силу (18.14) 

  

  

u Lot в (и < Сью (=) р (2) . (18.24) 

Пусть |# | и, < Е. Положим в (18.24) 1 = [и] и,. Тогда 

— и | u(x) — a(x) | Рио [и м, вводе ан 
откуда в силу (18.20) 

~ Rug || 2 | м, |R@—Wlly, <CopP(——*), 
и так как Пт Ри) 0, то 

изо Ш . 

lim WRG — lla, = 0. 
ем, -> 0 ll Ul ae, 

Из этого соотнощения и (18.23) вытекает, что 

— ИА (им, — 
пп “< т WR@) tag, NRO) Ma, 

lila, > 0 М; [в м, > 0 На м, 

im Пе, 
им, > 0 пам © 

Так как в произвольно, то справедливо равенство (18.21). 
Теорема доказана. 
Рассмотрим в качестве примера оператор (18.12) как опе- 

ратор из {/^4-» 12}.
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Функция f(x, и) = п (е* —1) удовлетворяет неравен- 
ству (18.13) с функцией Ю (и) = еш?. Поэтому выполнено усло- 
вие А), в котором можно положить Р(и)=и?. Так как 
М, (и) = и*, а М. (и) = и?, то выполнено условие (18.17) 
с функцией С (и) = и?. Наконец, выполнено условие Б) так 

как в рассматриваемом случае Ти (х, 0) = 0. Справедливость 
условия (18.19) очевидна. 

Таким образом, из теоремы 18.4 вытекает, что опера- 
Top (18.12) us {L*—>L?} дифференцируем в нуле @ про- 
странства /[^. 

7. Вспомогательная лемма. Нам понадобится опе- 
ратор, определенный функцией р (и) — производной №-функ- 
ции М (и). 

Лемма 18.2. Пусть М (и) и № (9) — взаимно дополни- 
тельные №-функции, вторая из которых удовлетворяет 
Д›-условию. Пусть производная р(и) функции М (и) непре- 
рывна. 

Тогда оператор р, определенный равенством ри (х) = 

—р(\и(х)|), действует из П(Еы, 1) в Ly=Ly u Hen pe- 
рывен. 

Доказательство. В силу леммы 9.1 оператор р дей- 

ствует из Т(6, 1; [м) в [м. Из теоремы 17.2 тогда выте- 
кает, что оператор р действует из П(Ем, 1) (и, тем самым, 
из Ем) в Ём. Непрерывность оператора р вытекает из тео- 
ремы 17.3. 

Лемма доказана. 
8. Градиент Гато. Будем говорить, что функцио- 

нал Е (и), определенный на банаховом пространстве Е, диф- 
ференцируем по Гато в точке цЕЁ, если при любом ЕЕ 
функция В(и--#) дифференцируема по # и производная 
этой функции при { =0 имеет вид 

SF(u+th)| = 1), 

где элемент © из сопряженного Е пространства Е не зави- 
сит oT hk. Элемент о будем называть градиентом Гато 
функционала Е(и) в точке и. Оператор Г, определенный 
формулой Ги==о на всех элементах, в которых Е (и) диф- 
ференцируем по Гато, также будем называть градиентом 
Гато. Очевидно, градиент Гато действует из Е в сопряжен-
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ное пространство Е. Имеет место следующее утверждение 
(см., например, [5]): 

Лемма 18.3. Пусть функционал Е (и) дифференци- 
руем по Гато на некотором шаре Т пространства Е 
и его градиент Гато является непрерывным оператором. 
Гогда функционал Е (и) дифференцируем в обычном смысле 
и его градиент (см. пункт 1) совпадает с градиентом 
Гато. 

Доказательство. Пусть #ЕТ, и ВЕТ. По опре- 
делению 

“F(a th) = (F (a+ th), h) (0<t< 1). 

Интегрируя это равенство, получаем: 

1 

F(a h)—F(u)= f P+ th), h) dt. 
0 

Поэтому 
1 

в(и-- 2) —Е (и) — (Ги, h)| = Ги, в) а! | < 
0 

            

1 

«Иа [Г-Н — Ги 54 
0 

Из непрерывности оператора Г вытекает, что 

lim Ее Е) — (и, №) | _ 

ео И я 
  

Лемма доказана. 
9. Градиент нормы Люксембурга. Пусть м) 

и М (©) — дополнительные друг к другу №-функции, вторая 
из которых удовлетворяет А,-условию. Всюду ниже предпо- 
лагается, что функция р (и) = М’ (и) непрерывна. Нам будет 
удобно рассматривать функцию р(и) и при отрицательных 
значениях аргумента. Очевидно, р (— и) = — р(и). 

Пусть и (х), № (х)Е Ем. Тогда, при всех Ги А =-=0 опре- 
делена функция 

9 (t, A= fae dx. (18.25)
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Легко видеть, что *) 

et #) #) _1 1 fp [HMO 4 (x) ax (18.26) 
а 

ag t ет [р je ee а [u(x) + th(x)] dx. 
G 

(18.27) 

В силу леммы 18.2 каждая из найденных производных 
непрерывна по совокупности переменных. 

Пусть и (>) Е Гм такая функция, для которой 

fal? О 4х =1 (18.28) 
а 

  

при некотором А > 0. Напомним (см. стр. 96), что число R 
в этом случае совпадает с нормой Люксембурга: 

Е = |и| (м. 

Очевидно, норма Люксембурга может быть определена при 
помощи равенства (18.28) для всех функций u(x)C Ey 
(||| м) == 0). Это следует из того, что интеграл, стоящий 
в левой части равенства (18.28), конечен при всех А = 0, 
непрерывно зависит от А и 

Heng м [© | ах = оо, я м [69 ах = 0. 

  

Теорема 18.5. Норма Люксембурга является диф- 
ференцируемым функционалом в Ем. Градиент Г нормы 
Люксембурга определяется формулой 

и (х) 

Ра (u(x) € Ex) f Gar и (х) dx ° 

PN aly! We lay 

  

Ги (х) =   (18.29) 
  

  

*) Законность дифференцирования под знаком интеграла здесь 
В дальнейшем доказывается стандартными рассуждениями.
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Доказательство. Найдем вначале градиент Гато нормы 
Люксембурга. Для этого рассмотрим равенство 

Г м [те dx—=1 (u(x), h(x)€ Eu). (18.30) 
а 

Это равенство определяет № как неявную функцию Е. Так 
как частные производные (18.26) и (18.27) левой части урав- 
нения (18.30) непрерывны и 

  

  

0х (0, Е 1 OO ef p( 4") ular < 09 (и # 9), 
G 

то по теореме о неявных функциях (см., например, [55]) 

ак (0) __ яр == (©, 1), 

ми u (x) 
—_ (ти on) 
— и (х) и (х) 

а 
12 «в 1“ (м) 7 

Мы показали, что формула (18.29) определяет градиент 
Гато. Так как из леммы 18.2 вытекает, что этот градиент 
Гато является непрерывным оператором, то в силу леммы 18.3 
он является обычным градиентом. 

Теорема доказана. 
10. Градиент нормы Орлича. Рассматриваемые 

в этом пункте №М-функции М (1) и № (9) удовлетворяют тем 
же ограничениям, что и в предыдущем пункте. В силу лем- 
мы 18.2 для каждой функции и (х) СЕи функция 

J(k) = | Мр(| и (%) 1 ах 
а 

  

  

определена при всех значениях’ В и непрерывна. Так как 
1(0)=0, (со) == со, то найдется такое А*, что /Л(Ё“)==1. 
В силу теоремы 10.4 это означает, что норма Орлича мо- 
жет быть определена при помощи равенства 

Пи == Др ("| (хи |9, ^ (48.31) 
G
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где 

Гм ре [Прах =1. (18.32) 
а 

Нам будет удобно вместо формулы (18.32) пользоваться экви- 
валентным (см. (10.7)) равенством 

Kf | w(x) | p(R*|a(x)|)dx— f MIR a(x) dx= 1. (18.33) 
G G 

Как ‘уже отмечалось, постоянная А*, вообще говоря, опре- 
деляется неоднозначно. В этом пункте предполагается, что 
р(и) не имеет интервалов постоянства. Тогда, очевидно, 
к” определяется однозначно. Легко проверить, что Ё* есть 
непрерывный функционал на Ем. 

Пусть и (х), В (х)Е Ем. Обозначим через R(t) решение 
уравнения (18.33), соответствующее функции и, (х) = и (х)-- 
+ th (x). 

Лемма 18.4. Пусть функция k(t) имеет производ- 
ную Ё’(Ё). Тогда норма Орлича является дифференци- 
руемым функционалом на Ем. Градиент Г нормы Орлича 
определяется формулой 

< Ги (*) = р(Е"и(х)) (и(х)ЕЕм), (18.34) 

где К*`удовлетворяет уравнению (18.33). 
Доказательство. Так как в силу леммы 18.2 и не- 

прерывности функционала А” оператор Г, определенный фор- 
мулой (18.34), является непрерывным оператором, действую- 
щим из Ем в См, то достаточно доказать, что Г является 
градиентом Гато нормы Орлича. 

В силу` (18.31) и (18.32) норму Орлича для функции 
и (Хх) Е Ем можно определить равенством 

ый (1-Е | Мими, 

где А* удовлетворяет равенству (18.33). Пусть "С ЕЕ. 
Рассмотрим функцию 

Fatt) = gq (I+ | Мише» ),
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где и, (х) = и (х) -Н{# (х). В силу дифференцируемости функ- 
ции А (1) *) 

fF (ath) = 

= EG { (0 J pe (Et) ше (ФЕ (9 и, (с) — (ОВ dx — 

— k(t) ( +f Me © 4, (01 “| 
а 

= BG [ео [решая + 
а 

  

+0 [ре ид, ая — 1 — 
а 

— [ме 9) ах | | 
а 

откуда в силу (18.33) SF(u-+th)= f pik (t)u,(x)] A(x) dx. 
а 

Так как ^ (0) = № и и, (х) |, о==и(х), то 

а аи) = (о, №, 
где v= p(k*u(x)). 

Лемма доказана. | 
Для применения этой леммы нужно знать, при каких 

условиях функция А (Г) дифференцируема. 
Лемма 18.5. Пусть М-функция М (и) имеет непрерыв- 

ную вторую производную р’ (и), положительную при и==0 
и удовлетворяющую неравенству 

| up’ (u)| <За-Нор(с|и|) (—co<u<oo), (18.35) 

Тогда решение №(ЁР) уравнения (18.33), соответствующее 
функции и, (х) = и (х)-Н(х), является дифференцируемой 
функцией. 

Доказательство. Отметим прежде’ всего, что 
в силу (18.35) оператор и (х) р’ (и (х)), как и оператор р (и (х)), 
  

*) См. сноску на стр. 216.
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действует из Ем (даже из П(Ем, 1)) в [м и является непре- 
рывным оператором. Поэтому для любой пары функций и (х), 
h(x)€ Eu (Пим == 0) интегралы 

Г us (x) p’ [Ru,(x)|} dx и f u, (x) h(x) p’ [Ru, (x)] dx, 

а а 

где u,(x)=u(x)+th(x), конечны при любых Ёи >00 
и являются непрерывными функциями этих переменных. 
Отсюда и из леммы 18.2 вытекает, что функция 

u(t, R= k fa, (x) plea, (x)] dx— [M [hu,(x)] dx 
G G 

имеет непрерывные частные производные *) 

Вы J a, (x) h(x) p’ [ku, (x)] dx 

И 

А fe ¢() p” [ay (x)] dx. 
Так как 

20,9) — p seer [eu (x)| dx > 0, 

то уравнение 

k f и, (<) p [ku,(x)] dx — f M (ku, (x)| dx = 1 
G G 

определяет ^ как неявную функцию 2, причем функция (@) 
имеет непрерывную производную А’ (2). 

Лемма доказана. 
Условие (18.35) выполняется, если функция р’ (и) моно- 

тонна. Действительно, если р’(и) убывает, то в силу чет- 
ности р’(и) 

[1% | 

(|) = [24 > [и] р’ (0). | 
  

*) См. сноску на стр. 216.
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Если же р’(и) возрастает, то 
2) ul 2| 26] 

р(2|и|)= f p’@adt> f pdt >|2|p'(a). 
0 |u| 

Из леммы 18.4 и 18.5 вытекает 
Теорема 18.6 Пусть М-функция М(и) имеет не- 

прерывную вторую производную р’(и), положительную 
при и=- 0 и удовлетворяющую неравенству (18.35). Пусть 
дополнительная функция М (9) удовлетворяет Аь-условию. 
Тогда норма Орлича является дифференцируемым функ- 
ционалом на Ем. Градиент Г нормы Орлича определяется 
равенством 

Ги (х) = р(Ри(х)) (u(x)E Em), 
где 

Гура 9) ах = 1. 
о



ГЛАВА У 

НЕЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

$ 19. Оператор П. С. Урысона 

1. Оператор П. С. Урысона. Оператором 
П. С. Урысона будем называть оператор, определенный 
формулой 

Ки(х) = [№1х, у, и (УЛ ау. (19.1) 
а 

Относительно функции А(х, у, и) будем предполагать, что 
она удовлетворяет условиям Каратеодори, т. е. она непре- 
рывна по и почти при всех х, УСС и измерима по совокуп- 
ности переменных х, у при каждом и *). 

Будем предполагать, что функция k(x, y, 4) удовлетво- 
ряет неравенству 

12 (х, у, и)| < R(x, y)[a(x)+R(fa])]) (19.2) 
(x, yEG, —co<u< oo), 

где 

Г [ме с, улахау << о, (19.3) 
6 

М (и) — некоторая №-функция, а (х) — неотрицательная функ- 
ция, АРА (и) — неотрицательная монотонно возрастающая 
при и > 0 непрерывная функция. 

Нас будет интересовать вопрос о том, в каких случаях 
условия (19.2) и (19.3) достаточны для того, чтобы опера- 
  

*) Мы не будем останавливаться на доказательстве измеримости 
тех множеств и функций, которые встречаются в дальнейших по- 
строениях.
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тор П. С. Урысона действовал в некотором пространстве 
* 

Орлича [х и был в этом пространстве непрерывен, ограничен, 
компактен, вполне непрерывен *). 

Допустим, что из условий (19.2) и (19.3) вытекает огра- 

ниченность значений оператора (19.1) на шаре Т(0, г; Lo): 

ИКИ <  (#ь<7. (19.4) 

Естественно предполагать, что постоянная с зависит только 
от числа 5 и функций a(x), Ю (и) и М(&). Пусть В (х)— не- 

отрицательная функция из Ги, для которой 

/ мехах < mes тез @° 

Тогда для оператора 

Кик) == |0) ю( [и(у)рау 
а 

выполнены условия (19.2) и (19.3). Поэтому в силу усло- 
вия (19.4) 

| femRdeoDayt+e ево рау|ь < 29 
. . (l4ila<r). (19.5) 

Отсюда следует, что № (х)Е [х. Значит, Гис и в силу 
теоремы 13.1 при больших значениях аргумента и некотором 

*>° Ф (хи) < M(x). (19.6) 

Из (19.5) следует также, что интегралы faonR( | u(y)|)dy 

конечны для любой функции R(x)E [м и, более того, что 
  

*) Оператор называется компактным на множестве Т, если он 
каждое ограниченное подмножество 71 < Г преобразует в компакт- 
ное множество. Оператор называется вполне непрерывных, если он 
компактен и непрерывен. Отметим, что для нелинейных операторов 
из компактности не вытекает непрерывность.
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оператор 

Ви (х) = Ю (ee oe) ) 

* 

преобразует шар Т (0, г; [%) в некоторое ограниченное мно- 

жество пространства Ly, rae yepes N(v), как обычно, обо- 
значается №-функция, дополнительная к М(и). В силу тео- 
ремы 17.5 можно указать также положительные постоян- 
НЫЕ С1, Со И С, ЧТО 

. 1 ги „ м-в (5-5 Ф) — (- сои < оо 
Из этого неравенства вытекает, что при больших значениях 
аргумента 

№ [ВР (1#)] < ЁФ (ви). (19.7) 

В связи с установленными неравенствами дальнейшее ис- 
следование проводится в предположении, что при больших 
значениях LU 

М [ВА (11 < kM (uw), (19.8) 
а М№М-функция Ф (и) удовлетворяет условиям (19.6) и (19.7). 

2. Ограниченность оператора П. С. Урысона. 
Основное внимание мы уделим тому случаю, когда функ- 
ция № (9), дополнительная к М (и), удовлетворяет Д’-условию. 

Лемма 19.1. Лусть М№М-функция М (9) удовлетворяет 
А”- условию. Пусть выполнены условия (19.2), (19.3), (19.6) 

ц (19.7). Пусть, наконец, а(х)Е Ly=Ly. To2da one pa- 
/ + 

тор (19.1) определен на шаре Г 6, т; Li) и множество его 
* 

значений имеет равномерно ограниченные нормы в Lo: 

[Kullo<Cle( lle (tla <4), 9.9) a 

где постоянная С не зависит от ядра Е(х, У). 
Доказательство. Пусть неравенство (19.7) выпол- 

няется при и > 1. Так как 

1аС-НЕ (16 Па = ЗЕ Ср < 
Slay +5 (I+ {NERD az}, 

G
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то в силу (19.7) при 1х << 

О-ва Пи < 
«ай - 1-Е МВ) тез о-в f O[£u(x)]ax} < 

а 

«а ы- (1-Е № ВЮ (ао) тез 0}, 
т. е. 

о-в ис, (№ <). (9-10) 
В силу теоремы 15.4 линейный интегральный оператор 

Av (x)= fk (x, u(y) dy 
G 

действует из См в Lo, причем 

[Аэ |<521[А (х, у) 

В силу (19.2) 

| | Ku (x)| << Ala(x)+ R([4(*) [D1 
откуда в силу (19.11) и (19.10) 

Ки | < 2ИА(х, у) | [а С R С [ш (%) О СШС, У) 

Лемма доказана. 
3. Переход к более простому оператору. 

Будем предполагать, что выполнены условия леммы 19.1. 
В силу теоремы 17.1 можно указать такую последователь- 

A A A A 1 

ность замкнутых множеств „< С, что тез (0\0,)<-= ‚ намно- 

жествах С„ Ж (— со, со) функция R(x, y, a4) непрерывна по 

совокупности переменных, а на множествах С„ непрерывны 
функции k(x, y) wu ^(х, у)а(у). Положим 

        
И ч|| у. (19.11) 

            И re 

Е (х, у, и), если {x, y} 
Ю„ (х, У, 9= | 0, - если {x, У} 

15 Зак. 2810. М. А. Красносельский и Я. Б. Рутицкий
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Каждая из функций №„(х, у, и) удовлетворяет условию 
(19.2) и в силу леммы 19.1 определяет оператор П. С. Уры- 
сона 

K,u (x)= f Ry Lx, У, и (У)] ау, 

а 

действующий из шара 7(0,4; Lo) B Lo. 
a 

Очевидно, 

Ku (x) —Knu (x)= [| &1х, у, и (у (х, у; 9, б,) ау. 
а . 

В силу (19.2) и леммы 19.1 

|Ка — Ки | ‹ < 

<| [#6 5) (>, у; В б-р ау| < 
а Ф   

      

<i Уи, у; бШ  (Шь<т). 
а 

Предположим дополнительно, что R(x, У)Е Бы. В силу 
теоремы 10.3 

Ит | (x, y) x (x, У; G\ Gall a = 0. 
"-}0O 

Поэтому 

lim sup ||/Kz—K,u||,=—0. 

nro Ще < 

Мы показали, что оператор К можно равномерно аппро- 
ксимировать операторами К„, если в условиях леммы 19.1 

в (х, У)Е Ем. 
Таким образом, для доказательства непрерывности или 

компактности оператора К достаточно доказать непрерывность 
или компактность операторов К,„. Операторы К, опреде- 
ляются функциями А,„ (х, у, и), для которых справедливы не- 
равенства 

|2. (х, У, и) | За, Е.К (|#|) ([22<«<и< oo), 

а„= max |k(x, y)a(x)|, „= max |R(x, y)|. 
{a, y} € n ху} бп
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Таким образом, непрерывность и компактность произ- 
вольного оператора К при указанных выше предположениях 
будут доказаны, если будут доказаны соответствующие свой- 
ства для оператора П. С. Урысона 

Ки(х) = [В у, вау 
а 

В предположении, 4TO 

k(x, ¥, A) |<atR([4]) (4%, yEG, —co<u< oo), 
(19.12) 

4. Второй переход к более простому опера- 
тору. Пусть выполнено условие (19.12). Определим новую 
последовательность функций А) (х, у, и) равенством 

ГЕ (х, у, и), если |и|<п.. 

Е (х, у, пп (п 1 — и), если пхи<п-Е1, 

Rn(% У, = 1 k(x, y,—n)(u-+n-+ 1), 
если —п—1<и< — 1, 

| 0, если [ul >n-+1. 

Пусть операторы П. С. Урысона К„ определены функ- 
циями №, (х, у, и). Покажем, что 

lim sup ||Ka—K,a||,—=0. (19.13) 
по Мох т 

  

Пусть # (х) ЕТ (0, +; Lo). Обозначим, через С” множество 

G {|4(x)| >}. Ouesuano, 
, 1 au (x) 1 

mes G <3(4) fel 1 < TLS Tm 

1/ @ т г) 
Оценим |Ки — Ки. Из определения операторов К» 
следует, что 

[Ки (2) — Кии (х) | < f [ele У, и Вых, у, ау < 
G 

a 1 
    

  

  

< Де 2, «ОУ Jets» domly, 
1 

где v(x) = nee G’) sign u(x), < 15 <-. 

15*
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В силу (19.12) 

|Ки (+) — Кии (| < f x(x, у; @’Ла-- Ви) [Лау 
-. С 

-- |= (х, у; Ч В ФО ау, ; 

где G’—G XG’. Vs aemmnr 19.1 следует неравенство 

A A 1 

— ° / = ‘N-1 ° || Ka— Кии  <2C||x (x, y; G’)|| 9, = 2C mesG/N (— ar) 

Используя оценку для тез С’, получаем неравенство 

ап 

Ки — Кио Я м1 [2 (1ы|» <Т), ф (=) тез @ а 

1 

откуда и следует (19.13). 
Таким образом, непрерывность и компактность оператора 

П. С. Урысона в условиях леммы 18.1 при дополнительном 

условии №(х, У)Е Ем будут доказаны, если будут доказаны 
соответствующие свойства операторов П. С. Урысона с огра- 
ниченной функцией РА (х, у, и): 

|2 (х, у, и)| <а (x, yVEG,—co<u<c), (19.14) 

удовлетворяющей условию 

Е (х, у, и) =0 (“| 24), (19.15) 

где и, — некоторое положительное число. 
5. Третий переход к более простому опера- 

тору. Пусть выполнены условия (19.14) и (19.15). В силу 
теоремы 17.1 существует такая последовательность замкну- 

тых множеств С„сО, что тез (@\\ Ц,) ->0, а функция 
R (x, у, и) непрерывна по совокупности переменных 

{x, y}E Gz, —co< 4 < со. По теореме П. С. Урысона су- 
ществуют функции №) (х, у, и), непрерывные по совокупности 

переменных, совпадающие с А(х, у, и) для {х, у} Е Оли удо- 
влетворяющие условиям 

[2в(х, у, и)| «а (x, YEG, —co< u< 00), 
k, (x, y, 4) =0 (|u| > 4). 
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Рассмотрим операторы П. С. Урысона К», определенные 
функциями А, (х, у, и). Каждый из операторов К„ преобра- 
зует любое пространство Орлича в равномерно ограниченное 
и равностепенно непрерывное семейство функций. Поэтому 
множество значений каждого оператора К„ компактно в С 
и, тем более, компактно в любом пространстве Орлича. 

Пусть последовательность функций и;(х) (=1,2,...) 
сходится к функции иу(х) по норме пространства Орлича. 
Тогда эта последовательность сходится к функции 1 (х) 
и по мере. Оператор К„ преобразует каждую сходящуюся 
к #(%) по мере последовательность функций в последова- 
тельность функций, сходящуюся при каждом х, что выте- 
кает из возможности предельного перехода под знаком 
интеграла: 

Knit (x)= f kn lx, у, uo( dy = 
G 

== lim вых, У, ш (У dy = lim K,4; (x). 
С $ -> со $ > © 

Последовательность Ки; (х) сходится к функции Кио (х) 
равномерно, так как она компактна. Таким образом, 
К, Е {1ъ — С; вп. н.} и, тем более, КиЕ {1% > [%; вп. н.}. 

* Для любой функции #(х)Е Г. справедливо очевидное 

неравенство 

| Ku (x) — Кии (х)| < 24а f (х, 3 GN Gy) dy, 

откуда G 

Ku — Kall g <Cillu(x 5 @\ Gall. 
Полученное неравенство означает, что непрерывные и ком- 

пактные операторы К»„ равномерно сходятся к оператору К 
на всем пространстве [.. Значит, непрерывен и компактен 

оператор К. 
6. Основная теорема о полной непрерывно- 

сти оператора П. С. Урысона. Сформулируем ре- 
зультат, полученный в предыдущих пунктах. 

Теорема 19.1. Пусть М(и) и М(9)—дополни- 
тельные друг к другу №М-функции, вторая из которых
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удовлетворяет А’-условию. Пусть 

| (х, У, и) | < в(х, у) а(х-НЮ (и), — (19.16) 
(x, yYEG, —oo< u< 00), 

где R(x, yJE Би, a(x)E Lian Ю (и) — неотрицательная не- 

Убывающая функция. Пусть, наконец, найдутся такие 
положительные числа 3, ти К, что при больших зна- 
чениях аргумента 

N [BR (74)] < KM (2). (19.17) 

Тогда оператор 

Ku (x)= f etx, y, u(y) ay (19.18) 
а 

принадлежит (Т (0, т; (5) —[%; вп. н.], где Ф (и) — про- 
извольная М№М-функция, удовлетворяющая при больших 
значениях аргумента неравенствам 

N [ВЮ (14)] < КФ (и) < КМ (№. . (19.19) 

Возникает естественный вопрос, при каких дополнитель- 
ных предположениях оператор К определен не только на 

шаре Т (9, 1; [%), но и на всем пространстве [ъ? Это будет 
иметь место, если в условиях (19.17) и (19.19) можно брать 
сколь угодно большие 1. 

В частности, оператор К действует во всем Ёъ, если 
М№-функция `Ф (и) удовлетворяет Д.-условию, так как в этом 
случае при больших значениях аргумента 

№ [ВЮ (281 и)] < КФ (2зи) < К.Ф (и) < КМ (и). 

Аналогично проверяется, что оператор П. С. Урысона 

вполне непрерывен во всем пространстве Lo, если функция 

Ю (и) удовлетворяет А.-условию: при больших значениях 
аргумента 

К (2и) < К, К (и). 

Условия (19.17) и (19.19) в некоторых случаях могут 
быть записаны в более простом виде. 

Допустим, что функция Ф (и) такова, что № [Ф (и)] — Ф (и), 
т, е. при больших значениях аргумента N [® (a)| <P (au),
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Тогда условия (19.17) и (19.19) выполняются, если 

В («1 и) < КФ (и) < КМ(№. (19.20) 

Это следует из очевидных неравенств 

мии) < м [КФ (=)| < км (=) < KO < KM) 
В книге [214]) указаны различные условия полной непре- 

рывности нелинейных интегральных операторов в простран- 
ствах [°. Все эти теоремы относятся к случаю, когда изу- 
чаются нелинейности типа полиномиальных. Основные теоремы, 
указанные в [215], содержатся в доказанной выше теореме 
19.1. Однако теорема 19.1 дает условия полной непрерыв- 
ности в некоторых пространствах Орлича и таких интеграль- 
ных операторов, которые содержат существенно нестепенные, 
например, экспоненциальные нелинейности. 

Пусть, например, 

[2 (х, У, и) |< Е(х, У) е1*1 = (x, yYEG,— co <u < 09), 
(19.21) 

причем 

18 (х, у) | <а| тг ЕВ, (19.22) 

где г— расстояние между точками х, УЕО. 

Пусть гл. ч. Ф (и) = @\ ТВ, pre 0 ВХ В. Пусть 
М (и) = Ф(и). Очевидно, №(х, у)Е Ем, так как при любом 
л>0 

Г Гехр [Ав (х, y) PrP dx dy < 00. 

@ 

Так Kak M(x) удовлетворяет Д?-условию, то дополни- 
тельная к ней функция №(9) удовлетворяет Д’-условию. 
В силу теоремы 6.3 М[Ф(и)] —Ф (и). Поэтому можно 
пользоваться теоремой 19.1, в которой условия (19.7) и (19.9) 
заменены условием (19.20). 

Условие (19.20) выполняется и, более того, выполняется 
при произвольном 1 > 0, если В > 0. 

Таким образом, при выполнении условий (19.21) и (19.22) 
оператор П. С. Урысона вполне непрерывен в некотором 

шаре пространства [4 , где Ф. (и) =“! — |и|—1, и вполне
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непрерывен во всем пространстве [Г,, где Ф (и) — любая 

функция вида Ф (и) = 1% 1, где 0 < В < В. 
Аналогичные рассуждения показывают, что оператор 

П. С. Урысона вполне непрерывен во всем пространстве 

[Ф„ где Ф, (и) = (и П-®— 1) ||, если 
[2 (х, У, и) | < (а|шг|-- Брач!" ®, (19.23) 

при 3, <В < 1. 
7. Случай слабых нелинейностей. В рассмот- 

ренных выше случаях функция М(и) росла быстрее неко- 
торой степенной функции, так как дополнительная к ней 
М№-функция №(9) удовлетворяла Д’-условию. Это значит, 
что для изученных случаев функция А(х, У) из условия (19.2) 
принадлежит некоторому L*(a > Г). В настоящем пункте мы 
будем предполагать, что 

J Ju [k(x, y)] dx dy < 00, (19.24) 

где M(a)3| ale при всех х>1. Дополнительная к ней 
№-функция №(9) тогда растет быстрее любой степенной. 
Мы будем предполагать, что М№ (9) удовлетворяет Д.-усло- 
вию. Сама функция М (1) при этом удовлетворяет А.-условию. 

Как было выяснено выше, при изучении операторов 
П. С. Урысона естественно предполагать, что при больших 
значениях аргумента выполнено условие (19.8): 

М [ВР (1и)] < КМ (и) < М(Ки). (19.25) 

В силу теоремы 6.3 при больших значениях аргумента 

справедливо неравенство №М-* [М (< K,N~* (и). Поэтому 
из (19.25) следует, что при больших значениях и 

ВР (1и) < ММ (Ка < К,М (Ки). 
В силу теоремы 6.1 при больших значениях и 

№ BR (qu) < КАКИМ (KO) < (kyu), 
Так как М№-функция М(и)} удовлетворяет А,-условию, то из 
(19.25) вытекает окончательно, что при больших значениях й 

Ки < с". (19,26)
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Отметим, что из (19.26) вытекает условие (19.25) и, бо- 
леё того, вытекает справедливость при больших значениях и 
и некоторых В и 1] неравенства 

М [ВА (и) < и. (19.27) 

Из последнего неравенства вытекает, что при больших 
значениях аргумента 

Ю (и) < С.М" (и). 

Это значит, что в рассматриваемом случае нелинейность А (и) 
должна быть «очень» слабой. Действительно, из того, что 
М№ (©) удовлетворяет Д.-условию, вытекает, что М№ (9) растет 
быстрее любой степенной функции. Поэтому полученное не- 
равенство означает, что АЮ (и) растет медленнее, чем любая 
чфункция |и|°, где = >0. Если № (9) удовлетворяет Д?-усло- 
вию, То, как отмечалось ранее (стр. 57), N(wv) растет 

a 

быстрее некоторой функции e° (a > 0). 
Отсюда вытекает, что в рассматриваемом случае АР (и) 

1 

растет медленнее, чем (п u)*. 
Теорема 19.2. Пусть М (и) и М№(9) — дополнитель- 

ные друг к другу М-функции, вторая из которых удо- 
влетворяет Аз-условию. Пусть 

[Е (х, у, 8) |< Ех, Ув-Е (и (19.28) 
(x, yE G,—w<u< oo), 

где k(x, VE Lu = Ly, a(x)€ Ly; Ю (и) — неотрицатель- 
ная, не убывающая при и > 0 функция. Пусть, наконец, 
найдется такое С `>0, что при больших значениях ар- 
гумента выполняется неравенство (19.26) Тогда суще- 

* 

ствует такое пространство Орлича Lo, 8 Komopom дей- 
ствует и вполне непрерывен оператор 

Ku(x)= f kix, y, uly. (19.29) 
G 

Доказательство. Так как функция M[R(x, y)] cym- 

мируема на С, то найдется (см. стр. 78) такая М№-функ-`
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ция Ф (и), удовлетворяющая Д.-условию (и даже А’-условию), что 

J ] т [М1 УЛ} ахау< со. | (19.30) 
6 

Покажем, что оператор (19.29) действует в пространстве 
# . 

[ъ. Из неравенства (19.26) вытекает справедливость при 
больших значениях и неравенства (19.27). Пусть оно выпол- 

няется при и2и,. Пусть и(х)Е [ъ —=[ъ. Так как. 

о-в «а + ВВС 9 Ох < 
<lally bef +N RC «COD IA}, 

то в силу (19.27) 

[4-Е < 
<llall y+ {1 BR (ae) пед. а 914я] < 

<lall yg {1+ (GR ортез Чьи}, 
где |, — некоторая постоянная. 

Таким образом, при|# |. <г 

la(~)+R([4(4))D\lw <C(). (19.31) 

Применяя к линейному интегральному оператору 

Av(x)= f k(x, У)9() ау 
G 

условие а) теоремы 15.4 (положив М, (и) = № (и), М, (и) = 
— Ф (и), Ф(и) =Ф[М (и)]), мы в силу (19.30) убеждаемся, 

* 

что оператор А действует из пространства Ly в простран- 

ство Ёх и непрерывен, причем 

[Ач] < 21 (%, У) 9. (19.32) 

В силу (19.28) 

| Ku (x)| < Ala(x)-+ R(|4(x)|)],
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откуда в силу (19.31) и (19.32) 

|Ки|Ф < 2 А (х, У) |4 (К (и (x)|)\lv < 

<IC (r)||R(x, Y)||e- 

Непрерывность и компактность оператора (19.29) дока- 
зываются так же, как доказывалась теорема 19.1. 

Теорема доказана. 
Рассмотрим простой пример. Пусть 

1 (х, у, 8) |< (х, уа-Р т (|“|--1)] (9.33) 

Г Лес, y)|In(| k(x, y)|+ 1) dx dy < co. (19.34) 
é 

Тогда оператор (19:29) действует и вполне непрерывен 
в некотором пространстве Орлича. Для доказательства 
нужно применить теорему 19.2, в которой функция М (#)= 
= Glad ind + |al)— [al 

8. Операторы Гаммерштейна. Рассмотрим опе- 
раторы П. С. Урысона специального вида 

Ки (х) = [в(х, у)Лу, и (у) ау. (19.35) а 

Такие операторы называют операторами Гаммерштейна. 
Найденные. выше условия, при которых операторы 

П. С. Урысона „действуют в некотором пространстве Орлича 
и вполне непрерывны, естественно, применимы и при изуче- 
нии оператора (19.33\. Однако для изучения этого опера- 
тора в некоторых случаях может быть использован другой 
прием. 

Пусть Е! и Е. — два банаховых пространства. Допустим, 
что оператор Ё: 

1 (х) = Л[х, и(х)], 
действует из некоторого шара Го Е, в пространство Ep, 
непрерывен и ограничен на этом шаре. Пусть линейный 
интегральный оператор 

Av (x)= f R(x, у)9 (у) ау 
¢
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действует из Е в Е, и непрерывен. Так как оператор 
(19.35) можно представить в виде суперпозиции К == А#, то 
при указанных условиях он, очевидно, действует из шара Т 
в Б;:, непрерывен и ограничен. Если оператор А вполне не- 
прерывен, то оператор (19.35) также будет вполне непре- 
рывным. 

В качестве Е, и Е. можно рассматривать два простран- 
ства Орлича. В 5 17 были найдены условия непрерывности 
и ограниченности оператора {. Объединение этих условий 
с условиями непрерывности ($ 15) и полной непрерывности 
($ 16) оператора А дает достаточные условия непрерывности 
и полной непрерывности оператора Гаммерштейна. 

$ 20. Некотэрые теоремы существования 

1. Рассматриваемые задачи. Пусть А -— оператор, 
вообще говоря, нелинейный, действующий в некотором ба- 
наховом пространстве Е. Укажем некоторые задачи, воз- 
никающие при рассмотрении уравнения 

Ag — Ag. (20. 1) 

Первая задача — это отыскание условий, при которых 
уравнение (20.1) имеет при фиксированных значениях Л 
решения. Условия существования решений, как правило, же- 
лательно дополнять условиями единственности решений. 

Во многих случаях оператор А обладает тем свойством, 
что Аб —=0, где 9— нуль пространства Е. Тогда уравне- 
ние (20.1) имеет тривиальное нулевое решение`при всех значе- 
ниях числового параметра ^. В этих случаях интерес пред- 
ставляют решения, отличные от нулевого. Такие решения 
существуют лишь при отдельных значениях параметра ^. Не- 
нулевые решения уравнения (20.1) принято называть собствен- 
ными векторами (собственными функциями) оператора А. 
Числа ^, при которых уравнение (20.1) имеет ненулевые реше- 
ния, называют собственными значениями оператора А. 

Вторая задача — это отыскание условий, при которых 
оператор А имеет собственные векторы. 

Совокупность собственных значений нелинейного опера- 
тора А называют (по аналогии с линейным оператором) его 
спектром. Если спектр оператора заполняет некоторый ин- 
тервал, то’ отсюда следует, что оператор имеет континуум
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собственных векторов. Могут быть случаи, когда бесконеч- 
ное (счетное или континуальное) множество собственных 
функций соответствует одному собственному числу. 

Третья задача — это исследование спектра нелинейного 
оператора и изучение топологической структуры множества 
собственных векторов. 

Оказывается, что при широких предположениях множе- 
ства собственных векторов являются образованиями типа 
непрерывных кривых; эти образования называют непрерыв- 
ными ветвями. Приведем соответствующее определение. Мно- 
жество < Е называют непрерывной ветвью в шаровом 
слое а< |и—щ|<5, если непусто пересечение множе- 
ства Ж с границей $ любой области У, содержащей шар 
[и — || <а и содержащейся вместе с границей в шаре 

||4#— %|| < 5. | 
Основной интерес представляют условия, при которых 

нелинейный оператор имеет собственные векторы со сколь 
угодно малыми нормами. Пусть ^^ — некоторое число 
и пусть каждому е >> 0 соответствует такое », что |^— № |< 
«г и что уравнение (20.1) при этом значении ^ имеет по 
крайней мере одно ненулевое решение ф, удовлетворяющее 
условию ||$Ф|<«е. Тогда число № называется точкой би- 
фуркации нелинейного оператора А. 

Четвертая задача — изучение точек бифуркации. 
Для решения перечисленных задач (и ряда других, не 

упомянутых нами) в настоящее время разработаны качествен- 
ные методы нелинейного функционального анализа. Приме- 
нение общих предложений к исследованию конкретных 
уравнений (20.1) требует, чтобы оператор А обладал опре- 
деленными «хорошими» свойствами: был непрерывным 
и ограниченным, а в других случаях вполне непрерывным, 
был дифференцируемым, был градиентом некоторого функ- 
ционала ит. п. - 

В связи с этим применение общих теорем нелинейного 
функционального анализа к изучению конкретных нелиней- 
ных интегральных уравнений требует построения такого 
функционального пространства, в котором интегральный 
оператор действует и обладает теми или иными «хорошими» 
свойствами. 

В большинстве известных исследований в качестве функ- 
ционального пространства Е применяют пространство С
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непрерывных функций и различные пространства [^. Это 
обстоятельство приводит к различным ограничениям, нала- 
гаемым на функции, входящие в уравнение. Применение 
пространств Орлича приводит к другим (иногда более сла- 
бым) ограничениям и позволяет рассматривать новые классы 
уравнений. 

Объединение результатов предыдущих параграфов с об- 
щими предложениями нелинейного функционального анализа 
приводит к новым теоремам существования, теоремам о соб- 
ственных функциях, точках бифуркации и т. д. 

Мы приведем ниже некоторые примеры такого объеди- 
нения. Читатель, знакомый с нелинейным функциональным 
анализом, легко продолжит список таких примеров. 

2. Существование решений. Один из наиболее 
распространенных способов доказательства теорем суще- 
ствования заключается в использовании принципа Шаудера 
неподвижной точки. 

Принцип Шаудера. Пусть вполне непрерывный 
оператор А преобразует шар Т некоторого банахова про- 
странства в свою часть. Тогда в шаре Т найдется no 
крайней мере один такой элемент Uy, 4MO Uy = Ady. 

Рассмотрим уравнение 

их =» | вх, у, ву Чу-- Л). = (20.2) 
G 

Пусть выполнены условия (см. $ 19), при которых оператор 

Ки (х) = вх, у, u(y) | dy (20.3) 
G 

* 

определен на шаре Т (6, 1; Lo) и является вполне непре- 
рывным оператором со множеством значений в [*,. Пусть 

зир ||Kz||,, =a. 
(lula <7 

Допустим, что К (х)Е Lo u ll folle = 8 < y. Torga mpu 

T— (20.4) 

оператор, определенный правой частью уравнения (20.2), пре- 

образует шар Т (0, 1, [%) в свою часть: 

Ku + follo<lAla+ Л <т (Фу.
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Оператор ^Ки(х)- fo(*) вполне непрерывен, так как вполне 
непрерывен оператор К. 

Таким образом, из принципа Шаудера вытекает, что 
уравнение (20.2) при достаточно малых \ имеет в про- 

странстве [ъ по крайней мере одно решение. 

Если оператор К определен на всем пространстве Lo, TO 
при использовании принципа Шаудера можно рассматривать 
шары различных радиусов 1. В этом случае естественно рас- 
сматривать шары таких радиусов, при которых правая часть 
в (20.4) принимает возможно большее значение. В частности, 
уравнение (20.2) имеет решение при всех ^, если 

  

— 1 lim — со, (20.5), 
co ИР ||Ka|| 

1? tale <7 ° 

так как при выполнении этого условия для каждого Х можно 
указать такое достаточно большое 1, при котором выпол- 
нено (20.4). 

Приведенные рассуждения позволяют доказать, например, 
следующее утверждение: уравнение (20.2) имеет решение 
при любом ^, если выполнены условия теоремы 19.2, в ко- 
торых М№(9) удовлетворяет А?-условию, и если К (х)— 
суммируемая функция. 

Действительно, выберем №-функцию Ф(и), удовлетво- 
ряющую Д”-условию так, чтобы, с одной стороны, выпол- 

нялось неравенство (19.30), и, с другой, Л, (<) Е 1. Уравне- 
ние (20.2) тогда можно рассматривать как операторное урав- 

нение в пространстве Lo. 
Из рассуждений, приведенных при доказательстве теоре- 

мы 19.2, вытекает, что 

[Kel], < 20 k(x, We lle()+R(2(x)Dily< 
<at BIR (lex) Dily< a+ BllN (|)! ly. 

Поэтому для доказательства равенства (20.5) достаточно до- 
казать, что. 

-1 INC Dlly 9 20.6) 
  lim 

lull > 0 lle
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Так как № -функция № (9) удовлетворяет Д?-условию, то 
(см. (6.12)) найдется такое и, что при и, о>. щ 

М (#) М (©) < М (шо). 

Полагая в этом неравенстве № (и) = р, М (9) = и применяя 

к обеим частям неравенства функцию № Ки), приходим к не- 
равенству 

№1 (6) < М7 (р) М-* (6), 
справедливому при р, Ё > р, = № (1). Если рр, а < ру, 
то 

N~* (pt) <N~* (ppo) << N~*() N~" (po). 

Таким образом, при р ру и при всех & >> 0 справедливо 
неравенство 

М" (6) < МММ "ФМ" о. 
Из этого неравенства вытекает, что при р > ро 

Ми) = М9 < 

мм (+ мо]. 20.7 
Пусть 

IN“ (a) Dily<e (“|< 1. 
Тогда из (20.7) вытекает, что при |и |5 =р > ро 

IN" (2) ly <N7* [@-+N™ (0) lle 6) [= 
== bN~"(p). 

Из этого неравенства вытекает (20.6), так как 
—1 

lim ~_() — 9, 
р > © 

Условия существования решений у уравнения (20.2), по- 
лученные с применением пространств Орлича, отличаются от 
тех условий существования решений, которые появляются 

при использовании пространств С или [” (см., например, 
[39а, 6], [214], [19]. Как мы уже отмечали выше, это объяс- 
няется тем, что в пространствах Орлича действуют и вполне
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непрерывны такие операторы П. С. Урысона, которые не 

действуют в пространствах С или [^. 
Так, например, из теоремы 19.1 вытекает, что уравне- 

ние (20.2) имеет решение при достаточно малых ^, если 

[exp | fo (x) [17 ax < 00, 
G 

если (см. (19.21) и (19.22)) 

[В (<, у, u)| << k(x, y)e*!! 

(x, yYEG,—c<u< oo), (20.8) 

|k(x, y)]|<a|inr| +5, (20.9) 

Решение u(x) при этом принадлежит всем простран- 

ствам [, где гл. ч. Ф(и) = glut? и 0<B< Bp. 
Из теоремы 19.2, например, вытекает, что уравнение (20.2) 

имеет решение при всех ^, если / (х) суммируема, а (см. (19.33) 
и (19.34)) 

[Е (х, у, и)| < В(х, у) Ш(|и|-НП] (20.10) 

(х, УСС, —сю«<их о) 

Jf flees lin( 2, »)|-+4+ Idx dy < оо. (20.11) 
6 

Мы указали два примера. В каждом из них оператор (20.3) 
нельзя без дополнительных предположений рассматривать 

в“ пространствах //”: в первом из них — по причине «сильной» 
нелинейности, а во втором — по причине того, что ядро 
в (х, у) может иметь «сильные» особенности. 

Для доказательства теорем существования решений можно 
применять и другие принципы неподвижной точки. 

3. Положительные собственные функции. 
Замкнутое выпуклое множество ®& банахова пространства Е 
называется конусом, если из иС Я следует, что шЕ®Я при 
всех # > 0и если из и, —иЕЯ следует, что и=0. 

Нетрудно видеть, что совокупность неотрицательных функ- 
ций в каждом пространстве Орлича образует конус. 

Пишут ий, < ий, если и,—1ШЕ%. Оператор А, дейст- 
вующий в пространстве Е с конусом §, называется 

16 Зак. 2810. М. А. Красносельский и Я. Б. Рутицкий
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положительным, если А%с®. Оператор А называется 
монотонным, если из и, < и. вытекает Аш, < Ац.. 

Известны многочисленные условия существования COO- 
ственных векторов у положительных вполне непрерывных 
операторов [?л, гл. 5]. Все они применимы к операторам, 
действующим в пространствах Орлича. 

Напомним одну из общих теорем. 
Пусть положительный вполне непрерывный оператор К 

удовлетворяет неравенству 

Au<Ku (u€®), (20.12) 
где А — линейный вполне непрерывный положительный опе- 
ратор, обладающий тем свойством, что для любого иЕЯ 
(и == 8) найдутся такие положительные числа о, В, что 

Ally K Au & Buy. (20.13) 

Тогда собственные векторы и оператора К: 

Ku = ha, (20.14) 

соответствующие положительным собственным значениям A, 
образуют в конусе ® непрерывную ветвь бесконечной длины, 
т. е. на границе каждой ограниченной области, содержа- 
щей 0, есть по крайней мере один собственный вектор 
оператора К, лежащий в конусе ®. 

Пусть выполнены условия теоремы 19.1 и пусть А (х, у, и) 

удовлетворяет дополнительному условию 

R(x, y, 4) > au (х, УСО, и>0), (20.15) 

где а==0. Тогда оператор К удозлетворяет условию (20.12), 
в котором 

Аи (х) = а? | и (х) ах. 
а 

Оператор А, очевидно, удовлетворяет условию (20.13), 
где #5 (Хх) ==1. 

Из сформулированной теоремы вытекает, что при этих 
условиях уравнение 

Г ех, y, el dy =a (x) (20.16) 
G
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имеет континуум положительных решений, соответст- 
вующих, возможно, различным значениям положитель- 
ного параметра ^. Эти решения образуют в соответст- 
вующем пространстве Орлича непрерывную ветвь беско- 
нечной длины. В этой непрерывной ветви, в частности, 
есть решения со сколь угодно малой и со сколь угодно 
большой нормой. 

Так, например, для существования континуальной ветви 
положительных решений у уравнения (20.16) достаточно, 
чтобы выполнялись условия (20.8), (20.9) и (20.15). 

4. Собственные функции потенциальных 
операторов. Оператор называется потенциальным, если 
он является градиентом некоторого функционала. Известен 
ряд теорем о существовании собственных функций у потен- 
циального оператора. Использование пространств Орлича 
при применении этих теорем позволяет расширить классы 
изучаемых операторов. Это использование проводится по 
следующей схеме, 

Пусть Н — линейный оператор, действующий из [2 в про- 

странство Орлича /х. Пусть Е, (&) — вещественный функ- 

ционал на /х (или. на некотором шаре этого пространства). 
Тогда ВР (и) = Е, (Ни) будет функционалом, определенным 
на /2 (или на некотором шаре пространства 1[.). Если опе- 
ратор Н вполне непрерывен, то нетрудно видеть, что функ- 
ционал ЕР (1) слабо непрерывен, т. е. его значения сходят- 
ся на каждой слабо сходящейся в [2 последовательности 
функций. 

Если функционал ЕР, (#) дифференцируем в пространстве 
Орлича и имеет своим градиентом оператор Г,, то функ- 
ционал Е(#) дифференцируем в [2 и его градиентом яв- 
ляется оператор 

Г— Н*Г, Н, (20.17) 

где Н*— сопряженный Н оператор, действующий из сопря- 
* 

женного [‹ пространства в [2. Действительно, если 

F,(v-+ )— Е, (©) —(Г!о, g)= (9, 8), 

[с (9, lo (vy, g)| = 0, 

glia > 0 ИИ. 

где 

16*
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TO 

F (u-+- h) —F (a)— (fa, h) = 

— F, (Ha-+ Hh)— F, (Ha) — (1, Hu, HA) = o (Ha, Hh), 
где 

jim HO Сы tim НА о, 
20 ТИ, ни ф>о ИНАИф 

Если и(х) является решением уравнения 

Н*Г, Ни (х) = Ли(х), (20.18) 

то Ни(х) будет решением уравнения 

HH*T, v(x) = dv (x). (20.19) 

Таким образом, доказательство теорем существования 
различных решений у уравнения (20.19) можно свести 
к доказательству теорем существования решений в [2 уурав- 
нения (20.18). Для доказательства же существования реше- 
ний в /2 у уравнения с потенциальным оператором могут 
быть применены, как мы уже указывали, различные общие 
утверждения [219 гл. 6]. 

Теоремы 16.8 и 18.1 содержат условия, при которых 
оператор 

K u(x)= [№ (%, У) Лу, и (Ул ау (20.20) 
G 

с симметричным положительно определенным ядром А(х, у) 
представим в виде К —=НН"Г,, где Г, =1{ является гради- 
ентом некоторого функционала. 

Известно, что градиент каждого слабо непрерывного 
в [? функционала имеет континуум собственных функций. 
Поэтому из приведенных рассуждений вытекает, что при 
выполнении условий теорем 16.8 и 18.1 уравнение 

fey) fly andy = (у) 
G 

имеет континуум различных собственных функций, 
каждая из которых соответствует некоторому значе- 
нию параметра i. 

Вариационные соображения можно применять также при 
доказательстве теорем существования решений.
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5. Теорема о точках бифуркации. Пусть вполне 
непрерывный оператор К (КВ =) имеет в точке 6 про- 
изводную Фреше В. Оператор В при этом также вполне 
непрерывен. Известно, что каждое собственное значение 
нечетной кратности линейного оператора В является точкой 
бифуркации оператора К. 

Для того чтобы применить это утверждение к исследо- 
ванию нелинейных интегральных операторов К, вполне не- 
прерывных в некотором пространстве Орлича, нужно знать 
условия, при которых этот оператор К дифференцируем 
в нуле этого пространства. 

Рассмотрим, например, оператор (20.20). Его можно 
представить в виде суперпозиции К = АЁ, где А — линей- 
ный интегральный оператор, определенный ядром А (х, у). 

* 

Если оператор { действует из пространства См, в простран- 
* 

ство м, и имеет в точке 9 производную Фреше #: 

Ни (х) = [и (х, 0) и (х), 

а оператор А действует из /м, в Lu: TO, как легко ви- 
деть, оператор К дифференцируем в нуле 09 пространства 

* 

Lu, M ero производная Фреше В имеет вид 

В#(*) = АНи(х) = || #(%,5)/, (9,0) и (у) ау. (20.21) 
© 

Объединяя условкя полной непрерывности линейного 
интегрального оператора ($ 16) с условиями, при которых 

оператор f действует из Ly. Bs Ly, u Auddepenuupyem 

в нуле 0 пространства Lu, ($ 18), приходим к условиям, 
при которых каждое нечетнократное собственное значение 
ядра Р (х, у) }, (у, 0) является точкой бифуркации опера- 

тора (20.20).
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Выпуклые функции 

1. Пусть ри 4($) — две непрерывные справа ($5, & >> 0) 
неубывающие функции, «обратные» друг к другу в том 
смысле, что 

9($) = sup ¢t, p(t)= sup s, (1) 
p(t)<s 4 (5) <1 

и удовлетворяющие условиям 

р(0)=9(0)=0, р оо)=4(-Е со) = - со. 

Выпуклые функции М(и) и М№(9), определенные равен- 
ствами 

| lo] 

M(u)=f pdt, Nw=fa(s)ds, (2) 
0 0 

называются дополнительными друг к другу №-функциями. 
Примерами дополнительных друг к другу М№-функций 

могут служить следующие пары функций: 

|z|* В 

Мф @>1, Ме (+=, 
a 

M, (w) = е Ч — ш—1, N,(v) =( +] vo) ni +] v})—]o]. 

Если при больших значениях аргумента М, (#) < М, (и), 
то при больших значениях © для дополнительных М№-функ- 
ций выполняется противоположное неравенство Л. (9) < №,(°). 

Для дополнительных друг к другу №-функций справед- 
ливо неравенство Юнга: 

шо < М(и-Е М). (3)
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Это неравенство превращается в равенство лишь при опре- 

деленным образом связанных значениях и ит: 

[#2 р (#1) = М-Н МР, (4) 
9 (99 |= М 9 (9 |Л-НМ (9). (5) 

2. Если при больших значениях аргумента М, (#)< М. (Ки), 
то пишут М, (1) 3 М. (и). Если М, (и)-3 М. (и) или 
М. (и) -3 М, (и), то М-функции М, (и) и М, (и) называются 
сравнимыми. Из М, (и) М.(и) вытекает соотношение 
№5 (5) -3 №, (9) для дополнительных М№-функций. 

М№-функцини М, (#) и М, (и) называются эквивалентными 

(М; (и) — М» (и)), если М, (и) 3 М» (и) и М» (и) 3 М, (и); 
М№-функции, дополнительные эквивалентным, также экви- 
валентны. Существуют различные признаки эквивалентности 
№-функций. 

Для каждой  последовательности М№-функций M, (4) 
(п= 1,2, ...) можно указать такие №-функции Ф (и) и Ф (и), 
что для всех п справедливы соотношения Ф (#)-3 М„(и)-3 Ч (и). 

3. Говорят, что М (и) удовлетворяет А.-условию, если 
при больших значениях аргумента 

М (21) < ЕМ(и). (6) 

М№-функции, удовлетворяющие Д,-условию, при больших зна- 
чениях аргумента мажорируются степенной функцией. 

Для того чтобы М (и) удовлетворяла Д.-условию, необ- 
ходимо и достаточно, чтобы 

ир (и) lim < ©. (7) 
и >< М (И) 

Для того чтобы М (и) удовлетворяла Д.-условию, необхо- 
димо и достаточно, чтобы дополнительная функция М (9) при 
больших значениях аргумента удовлетворяла неравенству 

м0 < М). (8) 

  

где [> 1. 
Примерами /М№-функций, удовлетворяющих А»гусловию, 

могут служить функции: 

М (и а >1); М, =а-нирта-н и — [4 
(9) 

М. Шиш > 1; М Тая:
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Д.-условиюудовлетворяет также М№-функция М (и), допол- 
нительная к М (9) = е*' — 1; явный вид функции М (и) неиз- 
вестен. 

Существуют также дополнительные друг к другу №-функ- 
ции М(и) и №(9), каждая из которых не удовлетворяет 
Д.-условию. 

4. Говорят, что №-функция М (и) удовлетворяет А’-ус- 
ловию, если при больших значениях цих ` 

M (uv) << CM(u)M(v). - (10) 

Если №-функция М(и) удовлетворяет Д’-условию, то 
она удовлетворяет и Д.-условию. 

Д’-условию, например, удовлетворяют №-функции М, (и), 
М. (и) и М. (и) из (9). Функция М, (и) А’-условию не удов- 
летворяет. 

Если при каждом фиксированном достаточно большом и 
функция 

вое (11)   

| ul 

не возрастает при больших &, то №-функция М (и)= | р (Е) 4 

0 
удовлетворяет Д’-условию. 

Если при больших значениях # функция р(Ё) дифференци- 
руема, то для выполнения Д’-условия достаточно, чтобы 
функция 

= (12) 
не возрастала при больших значениях #. Если g(t) не убы- 
вает, то Д’-условию удовлетворяет М№-функция № (9), допол- 
нительная к М(и). 

5. Если №М-функция М (и) эквивалентна | и | М (№), то гово- 
рят, что М (и) удовлетворяет Аз-условию. 

Функции, удовлетворяющие Д.-условию, растут при боль- 
ших значениях аргумента быстрее любой степенной. Однако 
не все М-функции, растущие быстрее любой степенной, удов- 
летворяют Д.-условию. 

Если М (и) удовлетворяет Д.-условию, то дополнительная 
к ней М№-функция № (9) удовлетворяет Д.-условию и при
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больших значениях аргумента удовлетворяет неравенствам 

kyoM *(k,v) << N(v) < k,vM * (Ry), (13) 
где М" (9) — функция, обратная к M(u). 

Если М (#) удовлетворяет ДА.-условию и при больших зна- 
чениях аргумента 

29? (и) >. М (и) р' (и), (14) 
то дополнительная к М(и) М№-функция № (9) эквивалентна 

М№-функции, равной при больших значениях аргумента М” " (9). 
Например, если М (и) = е”—1, то М№(9) эквивалентна 

М№-функции, равной оУ1по при больших значениях 9. 
Если М (#) удовлетворяет Д.-условию, то М(и) — М [М (и). 
Из класса №-функций, удовлетворяющих Д.-условию, выде- 

ляется более узкий класс функций, удовлетворяющих А?-ус- 
ловию: М (и) — М? (и). Примерами таких функций могут слу- 
жить М№-функции М, (и) = е 1 — | и|— 1, М. (и) =ей— 1. 
№-функция М(и), равная и?% при больших значениях и, 
удовлетворяет Д,-условию, но не удовлетворяет Д?-условию. 

Лля того чтобы М (и) удовлетворяла Д?-условию, доста- 
точно, чтобы при больших значениях аргумента выполнялось 
неравенство р? (и) < р(Еи). Для того чтобы М№-функция М (#) 
удовлетворяла Д?-условию, необходимо и достаточно, чтобы 
дополнительная к ней №-функция № (©) удовлетворяла при 
больших значениях UV неравенству 

< в (15) 

Из того, что М(и) удовлетворяет Д?-условию, вытекает, 
что дополнительная функция М (9) удовлетворяет Д’-условию. 

Если М№-функции М, (и) и М. (и) растут быстрее любой 
степенной, то при некоторых дополнительных предположе- 
ниях суперпозиции М, [М№. (9)] эквивалентна /Л№-функции 
№1 (9) № (ч) 

Я | 
ции М, (#) и М. (и) удовлетворяют Д?-условию. 

6. Пусть М№М-функция М(&) при больших значениях аргу- 
мента совпадает с функцией вида 

Это имеет, например, место, если обе функ- 

ие (1п и)" (п ши)... (п... Ши,
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где © > 1. Тогда дополнительная к М (и) функция М (э) экви- 
валентна /№-функции, при больших значениях аргумента 
равной 

98 [(1п 9)" (ш шо)"... (шш... Шо, 

1 1 
где а гв = 

Пространства Орлича 

1. Пусть С — ограниченное замкнутое множество конеч- 
номерного эвклидова пространства, а М (и) — некоторая М№- 
функция. Классом Орлича Ly =[м (С) называется совокуп- 
ность функций и(х), для которых 

р(и; М) = f M [u(x)ldx << oo. (16) 
G 

Каждая суммируемая на С функция принадлежит некото- 
рому классу Орлича. 

Классы Орлича являются выпуклыми множествами. Класс [м 
является линейным множеством тогда и только тогда, когда 
№-функция М(и) удовлетворяет ДА.-условию. 

Последовательность функций и„(х)Е Гм называется схо- 
дящейся в среднем к нулю, если Итпр(и„; М)=0. 

п> о 

2. Линейная оболочка класса Орлича Ёи превращается 

в полное нормированное пространство Гм, если ввести норму 
равенством 

[#|м= sup [дэ ах. (17) 
р (9; < 1 

Пространство Гм называется пространством Орлича. 
Это пространство сепарабельно тогда и только тогда, когда 
М№-функция М (и) удовлетворяет Д»-условию. 

Норма характеристической функции х(х, &) множества 
$= С вычисляется по формуле 

(aa), (18) тез $, 
              n(x, € 

где № (и)— функция, обратная к №-функции М (9), допол- 
нительной к M (iz).
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Для вычисления нормы можно пользоваться формулой 

пари fof (1+ [Мис az). (19) 

* 

В пространстве Ly можно ввести эквивалентную (17) 
норму Люксембурга: 

[му == НЕА, 
где шИтит распространен на те положительные А, при 
которых 

, (+; м) = [м “ах < 1. 
G 

Норма Люксембурга связана с нормой Орлича неравенствами 

[ем м < Мм. 
Эти нормы отличаются постоянным множителем лишь в том 

* 

случае, когда См есть пространство Г” функций, суммируе- 
мых с некоторой степенью я >> 1. 

3. Имеют место неравенства 

  

ыы < 1-Е [ Ми (1 ах (20) 
а 

И 

fo" [tery | х<1. (21) 

Если |и|м< 1, то 

[местах < [шм. (22) 
а 

Для любой пары функций u(x) € Ly, 9(х)Е Ly функция 
u(x) u(x) суммируема и справедливо неравенство Гельдера 

Гисдобдая «ши. (23) 
G 

2149 Toro yTO6bI NpousBesennue U(x) w(x) функций и (x) E Ly, ; 

и (х) с Ёъ принадлежало пространству Lit достаточно, что- 
бы существовали такие взаимно дополнительные функции А (#)
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и © (1), что при больших значениях аргумента выполняются 
неравенства 

Ю (ви) < М.М, (у 
24 

О (а) < М, [Ф (и). ео 

Если М№-функция М.(и) удовлетворяет Д’-условию, то до- 
статочно, чтобы выполнялись неравенства 

Ю (аи) < ММ“ (и) 

О (ви) < ФМ» ' (и). 

В описанных случаях выполняется неравенство 

(25) 

[14 (%) ® (хм, < Рем 19|. 

Через Ги обозначается пространство Li (G), rae G— 

топологическое произведение СХ (0. Чтобы для любой пары 

функций a(x), u(x) € Ly npouspezenue u(x)v(yj принад- 

лежало Lu, необходимо и достаточно, чтобы М№-функция 
М (и) удовлетворяла А’-условию. При этом 

[2 (<) ° (У) < Сим. 

4. Из сходимости последовательности и„(х) к функции 

и, (х) по норме пространства [м вытекает сходимость в сред- 
нем к нулю последовательности и„(х)— и, (х). Сходимость 
по норме эквивалентна сходимости в среднем к нулю по- 
следовательности и„(х)— и,(х) тогда и только тогда, когда 
М (и) удовлетворяет Д.-условию. 

5. Если М(и) не удовлетворяет Д»-условию, то множе- 
ство ограниченных функций нигде не плотно в простран- 

стве [м. Замыкание в [м множества ограниченных функций 
обозначается через Ем. Это пространство играет важную 

роль. Оно совпадает с Ги = м, если М(и) удовлетворяет 
Д.-условию. 

Ем сепарабельно и имеет базис. 

Для того чтобы функция и(х) Е Lu принадлежала Бы, 
‚необходимо и достаточно, чтобы ее норма была абсолютно
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непрерывной. Абсолютная непрерывность нормы означает, 
что каждому = > 0 соответствует такое 6 >> 0, что 

||“ (х)*(х; 8)|м<ь,   

коль скоро тез & < 6 (SCG). 
Ecau p(u)== M’ (a) непрерывна, то для вычисления нормы 

функций из Ем можно пользоваться формулой 

м Грош и) [ах (26) 
а 

где А” определяется из уравнения 

[NPE |e) dx=1. (27) 
G 

Пространство Ем позволяет описать расположение класса 

[м в пространстве Lu: класс Ly содержит совокупность ЦП 
всех функций и, для которых Ш |и—м|и< Ти содер- 

жится в замыкании П. Если Ем является правильной частью 

пространства Lu (М (&) не удовлетворяет Д,-условию), то П 

является правильной частью Ly, a Ём — правильной частью П. 

6. При естественных предположениях норма Орлича и 
норма Люксембурга в пространствах Ем (в пространстве 

Ги = Ём, если М (&) удовлетворяет Д.-условию) дифферен- 
цируемы. 

Пусть М№М-функция № (9), дополнительная к М(и), удов- 
летворяет Д.-условию. Пусть №-функция М (#) имеет непре- 
рывную монотонную вторую производную, положительную 
при и-=0. Тогда норма Орлича является дифференцируемым 
функционалом на Ем. Градиент Г нормы Орлича опреде- 
ляется равенством 

Ги (х) == р (и (х)). - (8) 
где 

JN pa) Plax=1. 2
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Градиент Г, нормы |и|(м) Люксембурга определяется ра- 
венством 

и (х) \ 
. P Ca on) 

[2( и<{х) и (х) dx " (29) 

12 м) 7 ПИ (м) 

  

7. Говорят, что семейство < м имеет равностепенно 
абсолютно непрерывные нормы, если для каждого в > 0 
можно указать такое 5`>0, что для всех функций семей- 
ства |и(х)»(х, 6)|/<.е, коль скоро шез 8 <. 

Для того чтобы сходящаяся по мере последовательность 

функций и„(х) Е Ем сходилась по норме, необходимо и до- 
статочно, чтобы она имела равностепенно абсолютно непре- 
рывные нормы. Отсюда следует, что семейство < Ем ком- 

пактно в [м, если оно имеет равностепенно абсолютно не- 
прерывные нормы и компактно в смысле сходимости по мере. 

На семейства функций, лежащие в пространстве Ем, об- 
общаются также известные признаки компактности А.Н. Кол- 
могорова и Ф. Рисса. 

8. Различные М№-функции определяют, вообще говоря, 
различные пространства Орлича. 

Для того чтобы имело место теоретико-множественное 

включение Ly, < Lun необходимо и достаточно, чтобы вы- 
полнялось соотношение М. (и) 3 М, (и). При этом нормы 
оказываются согласованными 

lla, <4, = (40%) € Lay). (30) 
* * 

Пространства См, и Ём, состоят из одних и тех же функ- 
ций тогда и только тогда, когда М, (и) — М. (и). Нормы, 
порожденные эквивалентными М№-функциями, эквивалентны. 

Функционалы и операторы 

1. Общий вид линейного функционала на простран- 
стве Ем задается формулой 

Ки) = [и v(x) ах, (31) 

а 

rae v(x) © Гм. Норма функционала { совпадает с нормой 
Люксембурга |9|‹ у; Функции © (х).
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Если М (1) не удовлетворяет Д,-условию, то существуют 
# 

линейные функционалы на Ём, не допускающие интеграль- 
ного представления (31). 

* 
Пространство Ly рефлексивно тогда и только тогда, 

когда и М (и) и дополнительная функция № (9) удовлетво- 
ряют Д.-условию. 

* e 2. В пространстве Ly вводится Ех-слабая сходимость: 
‘ * 

последовательность функций и„(х) Е Гм Ех-слабо сходит- 

ся, если последовательность чисел Г и, (ху (х)ах сходится 

G 
для каждой функции 9(х) Е Ех. Из Ех-слабой сходимости 
последовательности функций вытекает ограниченность норм 
элементов последовательности. 

Каждое пространство Орлича Ем-слабо полно и Ем-слабо 
компактно. Пространство Ем этими свойствами не обладает: 
Ех-слабым замыканием пространства Ем является все про- 

странство Гм. 
Из сходимости по мере и ограниченности норм вытекает 

Ем-слабая сходимость. 
3. Найдены различные признаки непрерывности и полной 

непрерывности линейных интегральных операторов 

Ag(x)= f R(x, y)9(y) dy, (32) 
G 

действующих из одного пространства `Орлича в другое. 
Сформулируем основной результат. 

Пусть Ф(и) и (9) — дополнительные друг к другу 

М№-функции. Пусть ядро А (х, у) принадлежит пространству , Ly. 

Тогда оператор. (32) действует из пространства Ly, B 

пространство Ly, и непрерывен, если выполнено одно из 
следующих условий: 

а) М» [М№, (ч)] 3 Ч (ч); 
6) №, [М (х)| -3 Ч (ч); 
в) функция Ф(и) удовлетворяет Д’”-условию и 

'’ М (9)34(9), М (9) 8 (). 

Если в условиях этой теоремы ядро k(x, у) принадлежит 

пространству Ех (замыканию в Ly множества ограниченных
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на О функций), то оператор (28) вполне непрерывен. В этом 
случае оператор (32) преобразует каждую Ем,-слабо сходя- 

щуюся последовательность функций из Ly, в последователь - 

ность, сходящуюся по норме пространства [м.. 
4. Пусть М (и) и N(v)— дополнительные друг к другу 

М№-функции, причем № (и) 3 и? 3 М (и). Пусть квадрат А? 
положительно определенного самоспряженного в [2 линей- 
ного непрерывного оператора А допускает непрерывное про- 

должение в оператор, действующий из Ем в Гм. Тогда 

оператор А действует из [2 в Ги и непрерывен. 
Если в условиях сформулированной теоремы продолжение 

оператора А? является вполне непрерывным оператором, дей- 
# 

ствующим из Ем в См, то и оператор А является вполне 
* 

непрерывным оператором, действующим us L? B Ly. 

Из этих утверждений вытекают различные условия pac- 
щепляемости линейного оператора А, действующего из Ех 

В Lu, в произведение А = НН*, где Н действует из [2 B Lin 
а Н* — сопряженный к Н оператор, действующий из Ем 8 L?. 

5. Изучается оператор Ё 

fu (x) = f[x, u(x)], 
где /(х, и) (Хх ЕО, —со < и< осо) непрерывна пои и из- 
мерима по х при каждом и. Найдены условия, при которых 

оператор { действует из некоторой области пространства Lu. 

в пространство Ly,» непрерывен и ограничен. В отличие от 
случая пространств [^ оператор { может быть определён 
на некотором шаре, но не быть определенным на всем про- 
странстве. Он может быть непрерывным в каждой точке не- 
которой ограниченной замкнутой области, но не быть в этой 

области ограниченным. 
Сформулируем несколько предложений о свойствах 

оператора {. 

Через П, обозначим совокупность таких функций и (х) Е Lu 
для которых расстояние до Ем, меньше г. [lyctb onepatop f 
действует из ЦП, в Ем,. Тогда оператор { непрерывен в каж- 
дой точке П,. Множество его значений на шаре |и||м, < 

< п! <г ограничено по норме Ly, 
Конкретные условия непрерывности и ограниченности 

оператора { удобно выражать в оценках роста функции / (х, 1).



СВОДКА ОСНОВНЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ 957 

Если 

Ао шо вена" ме" [м, (=)! — 83) 
(x€ G,—co<u< oo), 

где 2(х) Е Ем,, О(и)— некоторая М№-функция, а, г>> 0, то 
оператор { действует из Ц, в Ем, непрерывен во всех точ- 
ках П, и ограничен на каждом шаре пм, < И: < г. В слу- 

чае, когда М. (и) удовлетворяет Д.-условию, в (33) можно 
положить @ (и) = и. 

6. Пусть существуют такие дополнительные друг к другу 
№-функции РА (и) и О(и), что при больших значениях аргу- 
мента выполнены неравенства (24) или, если М. (и) удовле- 
творяет Д’-условию, неравенства (25). Пусть существует 

производная ta (х, и), которая определяет непрерывный опера- 

тор #1: #1 (х) == 1 [х, и (х)], действующий из шара ||и||м, < гв 

пространство [%. При этих предположениях оператор f 
в ..аждой внутренней точке указанного шара дифференци- 
руем по Фреше, причем его дифференциал Фреше ВА в точ- 
ке ц(х) имеет вид 

Bh (x)= fulx, 2(x)] h(x). 

Более тонкими являются условия дифференцируемости 
оператора { не в области, а в некоторой изолированной 

точке. , 
7. Нелинейный интегральный оператор 

Ko (x)= f k(x, fly. onl ay (34) 
а 

можно представить как суперпозицию нелинейного опера- 
тора # и линейного интегрального оператора (32). Объединяя 
условия, при которых оператор { действует из пространства 

* * 
Ём, в пространство Ём,, непрерывен и ограничен на неко- 
тором шаре, с условиями, при которых оператор (32) дей- 

* * 

ствует из См, в Ём, и вполне непрерывен, приходим к усло- 
виям полной непрерывности оператора (34) в простран- 

oR 

cTBe Ly. 

17 Зак. 2810. М. А. Красносельский и Я. Б. Рутицкий
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Условия полной непрерывности в пространствах Орлича 

устанавливаются и для нелинейных интегральных операторов 

более общего вида 

Ke(x)= [в1х, у, Ф (УЛ ау. (35) 
а : . 

Эти условия позволяют для некоторых операторов с су- 
щественно нестепенными нелинейностями выбирать такие 
пространства Орлича, в которых они вполне непрерывны. 

Пусть, например, 

[2 (%, У, и) | < В(х, у) ах) + К ([# | 
(x, y С а, — со < и< со), 

где А (х, у) Е Ex, а(х)Е Ly, Ю (и) — неотрицательная непре- 
рывная функция, М (и) удовлетворяет Д?-условию (например, 
растет как е“). Пусть при больших значениях аргумента 

К (1) < КМ (и). 

При этих предположениях ‚оператор (35) действует из 

некоторого шара пространства Ём в [м и вполне непрерывен. 
Доказывается ряд других свойств нелинейных интеграль - 

ных операторов. 
8. Знание пространств, в которых интегральные опера- 

торы (35) обладают «хорошими» свойствами (непрерывны, 
вполне непрерывны, дифференцируемы, потенциальны ит. п.), 
позволяет применить общие. методы нелинейного функци- 
онального анализа‘к исследованию уравнения 

№е(х) = [вх у, Ф(УЛау. (36) 
а a: 

<1 

Применение этих методов приводит к различным теоре- 
мам существования решений и собственных функций, к тео- 
ремам о тбчках бифуркации и структуре спектра и т. д. 
Особенность `доказываемых теорем заключается в том, что 
нелинейности в рассматриваемых уравнениях могут носить 
существенно нестепенной характер.
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$5 1, 2. Основные понятия теории выпуклых функций 
были установлены Иенсеном [13]. Подробные изложения 
начал теории выпуклых функций (в частности М№-функций) 
читатель может найти в [58], [41], [12]. 

Принятое нами определение №-функции совпадает с опре- 
делением №-функции у Бирнбаума и.Орлича [4]. 

$ 3. Бирнбаум и Орлич [4] называют /Л№-функции М, (и) 
и М.(и) эквивалентными, если при больших значениях 
аргумента 

2М, (и) < М, (и) < ВМ, (1. 
Эквивалентность в этом смысле. означает, что М-функ- 
ции М, (и) и М.(&) определяют один и тот же класс Орлича 
(см. $ 8). Эквивалентность в нашем определении [25] озна- 
чает, что №-функции М, (#) и М» (и) определяют простран- 
ства Орлича, состоящие из одних и тех же функций: 

§§ 4, 5. Классы М№М-функций, удовлетворяющих А,- и 
А’-условиям, по-видимому, впервые ‘выделены в работе Бирн- 
баума и Орлича [4]. Признаками выполнения этих условий 
они не интересовались. 

Указанные в $5 4, 5 предложения были ранее. сообщены 
в [26е, ж]. Утверждение, близкое к теореме 4.2, было сфор- 
мулировано С. М. Лозинским [31] (при дополнительном пред- 
положении, что № (9) удовлетворяет А.-условию) *).. 

Отметим, что до сих пор не найдены достаточно обо- 
зримые необходимые и достаточные признаки выполнения 
А’-условия. Было бы интересно найти такие признаки 
в терминах, относящихся к дополнительной функции. 

к 1 
>. . > > 

*) При ознакомлении с рукописью настоящей книги: С. М. Ло- 
зинский любезно сообщил авторам о найденном им ряде признаков 
выполнения Ао-условия; эти ‚исследования, проведенные около десяти 
лет назад, еще не опубликованы. 

  

17%
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$ 6. В этом параграфе с существенными дополнениями 
изложены предложения, которые ранее были опубликованы 
В [258. e, Hy, 

Нам неизвестны удобные признаки того, что №-функция 
М (и) удовлетворяет Д.-условию, выраженные в терминах, 
относящихся к дополнительной функции М№(9). Желательно 
было бы получить такие признаки в форме, аналогичной 
теореме 6.8. 

Более узкие классы быстрорастущих №-функций можно 
выделять при помощи условия, аналогичных А?-условию. 
Скажем, например, что №-функция М (и) удовлетворяет 
А’-условию, где Ф (и) — некоторая фиксированная №-функ- 

ция, если Ф[М (&)] —М (и). Можно показать, что класс 
М№-функций, удовлетворяющих каждому А„-условию, непуст. 

Например, если гл. ч. ® (u) = eln’u, гл. ч. М (и) = её", то, 
очевидно, Ф [М (1)| — М (&). Изучение классов М№-функций, 
удовлетворяющих А’-условию, не проводилось. 

$ 7. Результаты этого параграфа были ранее изложены 
в [2"] для несколько более общего класса №-функций. 

$ 8. Рассматриваемые классы функций были детально 
изучены в работе Бирнбаума и Орлича [“] (см. также [8?]). 
Классы и пространства Орлича были использованы в ряде 
работ различных авторов (см., например, [1?], [1], [18], [29], 
[31], [38]) в основном в связи с задачами теории функций 
(теория рядов, сингулярных интегралов, теория приближе- 
ния и т. п.). Классы Орлича были использованы в связи 
с теорией полуупорядоченных пространств Л. В. Канторо- 
вичем [1$]. 

Отметим также связь работ японских математиков Накано, 
Ямамуро и др. [31], [83], [1] по теории модулированных про- 
странств с теорией классов и пространств Орлича. 

* 

$ 9. Пространства Ly введены в рассмотрение Орличем 
* 

в [403]. В этой статье изучались пространства Ly в предпо- 
ложении, что М№-функция М(и) удовлетворяет Д,-условию. 

Без этого предположения ряд свойств пространства Ём до- 
казан в [406] и [12], 

Норма, определенная формулой (9.18), введена Люксем- 
бургом в [32]. Аналогичной формулой можно вводить нормы 
в модулированных пространствах (см. [3:], [83]).
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Отметим, что рядом авторов (см., например, [12], [32], 
[436] ) изучались пространства Орлича функций, определен- 
ных на множествах бесконечной меры и на множествах, мера 
которых не непрерывна. В частном случае, когда множе- 
ство состоит из последовательности точек, каждая из кото- 
рых имеет меру, равную единице, пространство Орлича пре- 
вращается в пространство числовых последовательностей. 

Это пространство обозначают через ™. OHO является 0606- 

шением пространств {[”. Эти пространства изучались Орли- 
чем [406], а в последнее время молодым казанским матема- 
тиком Ю. И. Грибановым. Н. Динкуляну рассматривал [9 6] 
пространства Орлича абстрактных функций. 

$ 10. Пространство Ем было введено и изучено в [256 д, ®]. 
Необходимые и достаточные условия сепарабельности про- 
странств Орлича были указаны в [406]. Теоремы 10.1 и 10.3 
были доказаны в [256, ®]. Пункт 7 написан авторами совместно 
с Н. Г. Шимко. 

$ 11. Обобщение теоремы А. Н. Колмогорова об усло- 
виях компактности семейств функций в пространствах LP 
на случай пространств Орлича было произведено Такагаши [52] 
в предположении, что М-функция М(и) удовлетворяет 
А›-условию. Более точно: ему принадлежит теорема 11.2. 

Теорема 11.3 для случая пространств /7 указана в [2]. 
Теорема 11.4, являющаяся обобщением аналогичной теоремы 

Ф. Рисса для пространств [7 [43|], доказана Ю. И. Гриба- 
новым [8]. Отметим, что утверждение близкое к теореме 11.4, 
можно получить как непосредственное следствие одного 
общего признака компактности, доказанного Г. Е. ШИило- 
вым [616]. 

Рассмотрим линейное нормированное пространство К, 
состоящее из комплекснозначных функций, заданных на 
коммутативной бикомпактной группе Н (с аддитивной за- 
писью операций). Пространство А согласно Г. Е. Шилову [618] 
называется однородным пространством Функций, еслн 
вместе с каждой функцией (РЕ РЮ все ее сдвиги УЕ- А) 
также принадлежат пространству Ю, причем 

ев) = М@| — ООЕВ, ВЕН) 

lim|f¢+A)—fO=0 (FER).
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„ Теорема Г. Е. Шилова. Множество .компаютно 
8 ; однородном пространстве ‘функций Ю в том и только 
пом, случае, ‘если 3 ограничено’ в Ю и элементы мно- 
жества № равностепенно непрерывны относительно сдвига. 

Под равностепенной непрерывностью понимается сле- 
дующее свойство: для любого => 0 найдется такая’ окре- 
стность ( нуля группы Н, что из ВЕ И следует || f(t-+-h) — 
— /(2)] <= для любой функции „(РЕ ЭХ. 

‚ Доказательство теоремы Шилова использует гармониче- 
ский анализ на группах. | 

Тамаркиным. [54] ошибочно, как отметил И. TH. Натан- 
Сон, Доказывалась независимость первого условия теоремы 

А. Н. Колмогорова о компактности семейств функций в [7 
от других условий этой теоремы. Как недавно показал 
В. Н. Судаков, условие ограниченности норм рабсматривае- 
мого множества функций в теореме А: Н. Колмогорова 
и в дальнейших ее обобщениях на пространства L (A, H. Ty- 
лайков [53]) и пространства Орлича является следствием дру- 
гих условий и может быть опущено. , 

$ 12. Тот факт, что функции Хаара образуют базис 

B ‚ пространстве Ри, если М (и) удовлетворяет АД. условию, 
указал.Орлич в [404]. 

В статье М. 3. Соломяка. [51] .показано, что базис из 
функций `Хаара в сепарабельных пространствах Орлича обла- 
дает свойством ортогональности. Это значит, что для ча- 
CTHBIX сумм ряда (12.3) выполняется неравенство 

n+m 

У 195 (x) | > 
4=1 М 

n 

> 6494 (*) 
М 

— 
— 

(‘ 

  

      

    

  

  

‚ Приведенное в $ 12 второе доказательство необходимого 

условия сепарабельности Ги заимствовано из [262]. Исполь- 
зованный в этом доказательстве переход ‚к пространству 
функций, определенных на отрезке, может быть применен 
и для доказательства многих других . предложений. Таким 
образом, в ряде разделов можно было ограничиться рас- 
смотрением пространств- Орлича функций, заданных на от- 
резке. Авторы этого не делали по той причине, что рас- 
смотрение произвольных множеств С с непрерывной мерой 
не вызывает дополнительных трудностей.
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Доказательство того факта, что любое множество ко- 
незной непрерывной меры может быть взаимно однозначно 

отображено на отрезок так, что при этом отображении мера 
каждого подмножества не изменяется, см. в [45]. 

$ 13. Часть результатов этого параграфа была ранее 
изложена в [258 г» е 

$ 14. Теорема об общем виде линейного функционала 

на пространстве [м в случае, когда М№-функция М(и) 
удовлетворяет Д,-условию, была ‘доказана в [403]. В [106] 
доказана теорема 14.1. Для случая, когда Д»-условие не 
выполнено, теорема об общем виде линейного функционала 
на Ем доказана в [254] (см. также [32] ). Вопрос об общем 

* an: 

виде линейного функционала на Ly для случая, когда M(x) 
не удовлетворяет Д.-условию, остается открытым. 

Теорема о связи нормы линейного функционала и нормы 
Люксембурга, порождающей его функции, доказана в [32]. 
Функция R(v) детально изучена Д. В. Салеховым в [472 6]. 

В работе Амемия [1] в связи с теорией модулированных 
пространств изучена связь между нормой. Люксембурга 
и нормой, определенной формулой (10.11). Предполагается, 
что эти нормы отличаются постоянным множителем, и до- 
казывается, что в этом случае рассматриваемые пространства 

есть [7. В силу теоремы 10.5 формула (10.11) определяет 
обычную норму Орлича, а норма Люксембурга совпадает 
с нормой порождаемого ею линейного функционала (см. 
пункт 65). Поэтому из результатов Амемия также вытекает 
теорема Д. В. Салехова, приведенная на стр. 148. 

Рассмотрение обычной слабой сходимости неудобно, 
* 

так как неизвестен общий вид линейного функционала на Ём. 
В связи с этим оказалось удобным рассмотреть ту слабую 

сходимость, которая возникает, если считать [м простран- 
ством линейных функционалов на Ем. 

§§ 15, 16. Укажем некоторые из многочисленных работ, 
в которых изучались линейные интегральные операторы. 
Наиболее детальный анализ линейных интегральных опера- 
торов для случая пространств, С непрерывных функций был 

проведен Радоном [*2]. Для случая пространств [7 простей- 
шие теоремы см. в [3], [4+]. 

Линейные интегральные “операторы специального вида 
(так называемые операторы типа потенциала) изучены
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в работах С. Л. Соболева и В. И. Кондрашева (см. [°°] ). Силь- 
ные результаты в изучении интегральных операторов, дей- 

ствующих в [/7, получены Л. В. Канторовичем [15], обоб- 
щившим результаты С. Л. Соболева и В. И. Кондращева. 

Ряд теорем о линейных интегральных операторах, дей- 
ствующих в пространствах Орлича, доказан Цаненом [$]. 
Исследованию линейных интегральных операторов, дейст- 
вующих в пространствах Орлича, посвящены работы авто- 
ров [256, *|, развитие которых и составляет основное содер- 
жание $5 15 и 16. 

Теорема 16.3 была доказана ранее Цаненом в предполо- 
жении, что все рассматриваемые Л№-функции удовлетворяют 
Д›-условию. 

Естественно ожидать, что новые условия непрерывности 
и полной непрерывности линейных интегральных операторов, 
действующих из одного пространства Орлича в другое, 
могут быть получены на пути, предложенном Л. В. Канто- 
ровичем [15] при изучении операторов, действующих в про- 

странствах [/7. В этих новых условиях ограничения на ядра 
должны, по-видимому, формулироваться следующим образом: 
существуют такие функции Ф, (и), Ф. (и) Ю, (и) и Ю.(и), что 

e(x)= fRilk(x. ydy€ La, 
G . 

фор = [ Вах, УЛах Е 1 
а 

Тогда линейный интегральный оператор, определенный 

ядром ^(х, У), действует из Ly, B Ly,. Функции М, (и) 
и /М.(и) должны быть при этом связаны с функциями Ф, (1), 
Ф. (и), Ю, (и) и Ю.(и) некоторыми соотношениями (пока не- 
известными). 

Первые теоремы о расщеплении линейных операторов 
были указаны в [21°] (см. также [214]). Для случая про- 
странств Орлича первые теоремы о расщеплении линейных 
операторов получены в [2] и подробно изложены в [233]. 
Ряд теорем о расщеплении линейных операторов получен 
в [58% т], [22], [266], |4%в]. Примененный в книге метод доказа- 
тельства теорем о расщеплении линейных огераторов заим-
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ствован из [22]. Заметим, что в теоремах 15.5 и 16.7 можно 
не предполагать (см. [22]), что оператор А самосопряжен: 

тогда условию теорем должен удовлетворять не оператор А^, 

а оператор АА*. 
Заметим, что из теоремы 16.9 об операторах типа по- 

тенциала вытекают по известной схеме [5%], [15] дополнения 
к теоремам вложения. Другие дополнения к теоремам вло- 
жения С. Л. Соболева, В. И. Кондрашева и С. М. Николь- 
ского с применением метрик Орлича указаны Е. П. Калуги- 
ной в [14а, 6], 

Пункт 3 параграфа 16 взят из [488]. 
$ 17. Условия Каратеодори при рассмотрении нелинейных 

операторов впервые были применены в [1]. 
Теорема 17.1, обобщающая теорему Н. Н. Лузина о 

С-свойстве измеримой функции, была доказана, по-видимому, 
впервые в [23]. 

Оператор f для случая различных функциональных про- 

странств (особенно для пространств /.7) изучался рядом ав- 
торов (см., например, [393], [214], [56, г]). Для случая про- 
странств Орлича основные предложения о непрерывности 
и ограниченности оператора # были указаны B [484 6], [253], 
В несколько более общей форме эти предложения изложены 
в пунктах 2—6. 

Теорема 17.8 взята из [468]. 
$ 18. Функционал (18.6) был использозан рядом авторов 

( [8], [1], [21%], [58, Г], [49], [266] И др.). Для случая про- 

странств [? теорема 18.1 была доказана А. И. Поволоцким 
(см. [216]). Функционал (18.6), определенный на простран- 
ствах Орлича, рассматривался в [486], а затем в [253]. 

Общие факты дифференциального исчисления в функцио- 
нальных пространствах изложены в [3$], [53], [58]. Часть тео- 
рем о дифференцируемости оператора ГЕ, действующего 
в пространствах Орлича, ранее была опубликована B [75 3]. 
Из работ, в которых изучалась дифференцируемость опера- 

тора # в пространствах //7, отметим статью [56]. Формулы 
для градиентов норм Орлича и Люксембурга (см. [25] ) 

обобщают формулу Мазура для градиента нормы в L?. 
$ 19. Доказанные в этом параграфе теоремы являются 

обобщением некоторых предложений, полученных в [23] (см. 
также [214] ). Анализ операторов Гаммерштейна, действующих
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в пространствах Орлича, ‘основанный на представлении этих 
операторов в`виде К =. А? проведен в. [253]. 

Исследование различных нелинейных интегральных опера- 
торов, действующих в других функциональных простран- 
ствах, проводилось во многих работах ( [1], [1], [11], [5], [214], 
[39 $], [23] И др.). 

| 20. Общим методам нелинейного функционального ана- 
лиза посвящены, например, работы [33], [214], [30]. 

В [24] доказаны все предложения, на которые имеются 
ссылки в этом параграфе. 

Изложенная в пункте 2 теорема существования решений 
для уравнений со слабыми нелинейностями основана на 
соображениях В. М. Дубровского, примененных им в [11] 
при изучении других классов интегральных уравнений. 

Теория банаховых пространств с конусом была развита 
в основном М. Г. Крейном (основные предложения этой 
теории изложены в [28]). Теория конусов в значительной 
своей части пересекается с теорией полуупорядоченных про- 
странств (см. . [16] ). | 

Использованная в пункте 3 общая теорема о непрерыв- 
ной ветви положительных собственных функций является 
частным случаем более общих теорем об операторах с мо- 
нотонными минорантами (см. [21 4] ). 

Применение вариационных методов к исследованию урав- 
нений с операторами Гаммерштейна ведет свое начало от 
работ [$], [*]. Изложенная в пункте 4 схема с расщеплением 
оператора А в произведение НН* предложена одним из 
авторов. Применение этой схемы с использованием про- 

странств [7 подробно изложено в [214]. Для случая пространств 
Орлича указанная схема применена в [483], а затем в [253]. 

Примечание. Недавно получен ряд новых результатов (напр., 
[64-1], относящихся к пространствам Орлича. 

В. С. Виденский [8] обнаружил интересную связь теории 
М№-функций с теорией целых функций. В частности, он показал, что 
М№ (©) — ш Хехр [по —М (п)], где М(и) и М№(9) — произвольные 
взаимно дополнительные №-функции. 

В [89] показано, что множество функций и(х), для которых 
М-Ци (х)] суммируема, образует кольцо в том и только том слу- 
чае, когда М (и) удовлетворяет А?-условию.
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